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Das Keplerproblem differentialgeometrisch gesehen 

von Thomas So Ligon 

Abstract: 
This paper examines the Kepler 2-body problem as an 

example of the symplectic d i f f e r e n t i a l geometric formulation 
of Hamiltonian mechanics, P i r s t , the foundations of sym­
plectic d i f f e r e n t i a l geometry and the conventional analysia 
of the Kepler problem are presented, Then, the SO (4) and 
30(3*1) symmetry of the problem and the conserved angular 
momentum and Runge-lenz vectors are discussed« The symmetry 
i s also discussed globally, and the i n t e g r a l curves of the 
Runge-Lenz vector are found. 
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Einleitung 
Eine physikalische Theorie hat drei Aspekte: 1) einen 

physikalischen Geltungsbereich, 2) ein mathematisches Modell 
und 3) eine Interpretation. Hier betrachten wir als Gel­
tungsbereich die ni c h t r e l a t i v i s t i s c h e Bewegung materieller 
Körper, die zu Massenpunkten i d e a l i s i e r t werden. Als mathe­
matisches Modell wählen wir Hamiltonsche dynamische Systeme 
auf symplektischen Mannigfaltigkeiten (Definition: ( I I . 2 5 * ) ) . 
Die (parametrisierten) Integralkurven eines Hamiltonschen 
Vektorfeldes v/erden dann i n t e r p r e t i e r t als Be.wegungsbahnen 
der Massenpunkten. In den üblichen Lehrbüchern der Mechanik 
wird der Name "symplektische Mannigfaltigkeit* 1 nicht ausge­
sprochen, aber viele seiner v/esentliehen Züge stehen schon 
da. Somit steht der klassischen Mechanik eine verhältnis­
mäßig r e i f e mathematische Theorie zur Verfügung, deren 
Fähigkeiten diejenigen der üblichen Formulierung überschrei­
ten. 

I n den letzten Jahrzehnten, hat die symplektische Dif ­
ferentialgeometrie Interesse bei manchen Mathematikern er­
weckt, wie bei Abraham LlD nachzulesen i s t . Unter anderem 
werden globale und qualitative Eigenschaften von dynamischen 
Systemen untersucht. 

Aber auch unter Physikern i s t diese abstrakte mathema­
tische Theorie von Interesse, "und zwar im Zusammenhang mit 
der Quantenmechanik. Unter Quantisierung verstehen wir den 
Übergang von der klassisch mechanischen Beschreibung eines 
Problems zur quantenmechanischen Beschreibung. Das läßt 
sich mathematisch so ausdrücken: Quantisierung i s t ein ge­
wisser Punktor von der Kategorie der symplektischen Mannig­
f a l t i g k e i t e n i n die Kategorie der komplexen Hilberträume. 
Pur die Punktmechanik gibt es Ansätze einer solchen Kon­
struktion (siehe z.B. Kostant die aber noch nicht bis 
zum Vergleich mit dem Experiment bzw. mit den konventionel­
len Methoden der Quantenmechanik gelangt i s t . Ein noch wei­
ter gestecktes Ziel wäre, den Sachverhalt auf unendlich d i -
mensionale symplektische Mannigfaltigkeiten, und damit auf 
Kontinuumsmechanik und Quantenfeldtheorie auszudehnen (siehe 
Segal [14])* Da^n bestünde die Hoffnung, eine mathematisch 
strenge Formulierung der Quantenfeldtheorie zu erhalten. So 
wäre es v i e l l e i c h t möglich, manche von den heutigen Problemen 
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der Quantenfeldtlieorie zu lösen* 
Das Quantisierungsverfahren wird auch von Mathematikern 

erforscht, da es Aussagen über mögliche unitäre Darstellung 
von Lie-Gruppen l i e f e r t [ 9 ] * 

Da die symplektische Differentialgeometrie, die für den 
Physiker von Belang i s t , eine nicht allgemein bekannte, ab­
strakte mathematische Theorie i s t , schien es ratsam ein 
n i c h t t r i v i a l e s , konkretes Beispiel auszurechnen. So wurde 
die vorliegende Arbeit motiviert, i n der das Keplersche 2-
Körper Problem i n symplektisch differentialgeometrischer 
Sprache dargestellt wird. Deshalb enthält diese Arbeit be­
sonders viele Beispiele, auch solche, die nicht nötig oder 
üblich sind. 

Ein Grund für das Interesse an dem Kepler-Problem i n 
den letzten Jahren i s t die Untersuchimg von föiicht-Symmetrie" 
Gruppen* Das i s t eine Gruppe, die die Symmetrie-Gruppe des 
Problems als Untergruppe hat, und die noch weitere Gruppen­
elemente besitzt, die H nicht invariant lassen. Somit hat 
man eine Situation, die der Hadronenphysik ähnlich i s t : eine 
"gebrochene" Symmetrie. Man hat versucht, diesen Sachver­
halt am Beispiel eines bekannten Problems (das Kepler-Pro-
blem) besser zu verstehen. Somit w i l l man die Dynamik durch 
Gruppentheorie beschreiben. Ein Problem l i e g t darin, daß es 
im allgemeinen möglich i s t , -unendlich v i e l e Gruppen anzuge­
ben, die die Symmetrie brechen. Nicht-Symmetrie Gruppen 
wurden, quantenmechanisch, von Bacry £2] und Band er und I t -
zykson II 3 3 d i s k u t i e r t , und klassisch mechanisch von Györgyi 
L6l. (Györgyi gibt auch ein ausführliches Literaturverzei ch-
nis an.) 

In der vorliegenden Arbeit wird zunächst die mathema­
tische Grundlage nach Abraham [1] d a r g e s t e l l t . Es f o l g t 
eine Diskussion über die Rolle, die eine symplektische Porm 
in der Mechanik s p i e l t . Nachdem die Präge der Reduktion auf 
eine kleinere Dimension angesprochen wird, wird dann das 
Kepler-Problem formuliert. Die übliche Analyse des Problems 
(Impuls- und Drehimpuls Erhaltung, Relativkoordinaten) wird 
auch zum größten T e i l nach Abraham [ t ] durchgeführt. 

Das Kepler-Problem besitzt eine sehr starke Symmetrie, 
die i n l e t z t e r Zeit i n Analogie zur Hadronenphysik disku­
t i e r t wurde [6J. Diese Symmetrie erlaubt es, die Bewegungs-
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bahnen zu finden ohne eine Differentialgleichung lösen zu 
müssen (Kapitel VII.) • Durch die Pois son-Klarnmer i s t es 
l e i c h t , eine Darstellung einer Lie-Algebra für diese Symme­
t r i e zu finden. Aber damit i s t noch nicht gesagt, daß eine 
globale Wirkung einer Gruppe e x i s t i e r t , die mit dieser Dar­
stellung einer Lie-Algebra zusammenhängt. Die Antwort auf 
diese Präge läuft darauf hinaus, die Integralkurven der j e ­
weiligen Vektorfelder zu finden 0 In Kapitel V I I I . wird 
dieses Problem auf eine einzige Differentialgleichung redu­
ziert und die Existenz der Integralkurven bewiesen. Pur 

Energie ungleich Null werden i n Kapitel IX.die Integralkur­
ven auch angegeben. Soweit mir bekannt i s t , i s t das etwas 
Neues. 

Bekanntlich f o l g t Drehimpuls.-Erhaltung aus der Rota­
tionssymmetrie. Aus der Symmetrie unter welcher Transfor­
mation f o l g t dann die Erhaltung des Runge-Lenz Vektors (Ap-
hels)? Diese Präge wird auch durch die Angabe der Integral­
kurven i n Kapitel IX. beantwortet, obwohl die Transformation 
nicht so überschaubar i s t wie eine Rotation. 

An dieser Stelle möchte ich Herrn Manfred Schaaf für 
die Anregung zu dieser Arbeit danken, sowie für viele nütz­
liche Diskussionen. 



I . Differentialgeometrie 
I n diesem Kapitel werden einige der wichtigsten Be­

g r i f f e und Sätze der modernen Differentialgeometrie i n An­
lehnung an Ahraham [1] zusammengestellt, insbesondere: 
Mannigfaltigkeit, Tangentialbündel, Vektorfeld, Integral­
kurve, Liesehe Ableitung und äußere Ableitung, Vor allem 
s o l l es dazu dienen, den für das Folgende notwendigen St äff 
abzugrenzen und eine Bezeichnungsweise festzulegen. Es wer­
den keine Beweise angegeben. Der Aufbau i s t auch sonst sehr 
lückenhaft, z.B. beweisen wir nicht, daß das Tangentialbün­
del einer Mannigfaltigkeit auch wieder eine Mannigfaltigkeit 
i s t . Als Lehrbuch erwähnen wir Abraham [1 J und Dieudionnfe 

Es aei noch darauf hingewiesen, daß a l l e Begriffe i n 
diesem Kapitel schon a l l e i n auf Grund der differenzierbaren 
Struktur d e f i n i e r t werden können. Eine spezielle Struktur 
begegnen wir erst im nächsten Kapitel. 

(;i.l*> D e f i n i t i o n [ l ; ( 5 * 1 * f l ( i ) Sei S eine Menge. Eine 
lokale Karte i s t eine Bijektion <P zwischen einer Untermenge 
U von S und einem offenen Unterraum eines TRn, wobei n von <P 
abhängen kann. Ein Atlas auf S i s t eine Familie A von loka­
len Karten ^(UL^, <P±) *i£l j derart, daß 
1) . S^l / f u^iel ̂  
2) Für je zwei (Vy<P^) mit Û U.. / 0 g i l t : (PCU^U^) 
i s t offen i n IRn undfc. := (p.° <p71 ^(U.nU.) sowie <p~] sind 
b i j e k t i v und G°* (d.h. beliebig o f t differenzierbar);. 
( i i ) Zwei Atlanten Â  und A2 sind genau dann äquivalent wenn 
Ain^2 e-LXl Atlas i s t . Eine differenzierbare Struktur auf S 
i s t eine Äquivalenzklasse von Atlanten auf S. Â> := UfAtAGß^ 

i s t der maximale Atlas von J", und eine Karte (UjP^eAg heißt 
zulässige lokale Karte. 
( i i i ) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit i s t ein Paar 
(S,^) wobei S eine Menge i s t und JS eine differenzierbare 
Struktur auf S i s t . 
(1.2.) D e f i n i t i o n [1;(3.2.XJ Sei M eine differenzierbare 
Mannigfaltigkeit. Eine Untermenge AcM i s t genau dann offen, 
wenn es für jedes a£A eine zulässige lokale Karte (U,<P) gibt 
mit aeU und UcA. 

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit heißt n-Manni^-
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f a l t i g k e i t wenn es zu jedem aeA eine zulässige lokale Karte 
(U,<p) gibt mit aeU und <P(U)cKn* (Die Dimension i s t konstant.) 

Eine Mannigfaltigkeit bedeutet i n dieser Arbeit eine 
Hausdorffsehe differenzierbare n-Mannigfaltigkeit mit abzähl­
barer Basis der Topologie . 
Bemerkung Die Definitionen von Mannigfaltigkeiten sind nicht 
ganz e i n h e i t l i c h . Oft fordert man, daß S ein topologischer 
Raum und die Karten Homöomorphismen seien. Hier wird die 
Topologie erst von den Karten induziert, aber mit dem g l e i ­
chen Resultat. Was hier maximaler Atlas oder differenzier­
bare Struktur heißt wird o f t Atlas genannt. 
( I • 3 •). D e f i n i t i o n [1 j (3 «5 • )il Eine Unt er mannig:J a l t igke i t 
einer Mannigfaltigkeit M i s t eine Untermenge B̂ M derart, daß 
es für jedes beB eine zulässige lokale Karte gibt mit der 

k 1 
Untermannigf altigkeit-Eigenschaf t : U-̂ JR xTR und 
p(UflB) - 0(u)n(B kx{o}). 
(1.4.) D e f i n i t i o n £1;(3<,8.)3 Eine Abbildung f : M-»N wobei 
Mi und N Mannigfaltigkeiten sind heißt Diffeomorphismus wenn 
f b i j e k t i v i s t und f und f ~ 1 C^sind. Mit D(M) bezeichnen 
wir die Gruppe der Diffeomorphismen von M. 
Bemerkung Ein Diffeomorphismus i s t ein Isomorphismus i n der 
Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. 
(1.5.)' Definition [1;(5.1.)J Sei M eine Mannigfaltigkeit 
lind meM. Eine Kurve im Punkte m i s t ein G (d.h. einmal 
s t e t i g differenzierbare) Abbildung c: I—»M wobei I ein of­
fenes I n t e r v a l l i n R i s t mit 061 und c(0)) = m. Seien c 1 und 
c 2 Kurven im Punkte m und (U,^) eine zulässige lokale Karte 
mit meU. Dann heißen c-j und e 2 tangential zueinander im 
Punkte m bezüglich <p wenn <pao^ und <P*c2 tangential zueinander 
im Punkte 0 sind. 
Bemerkung (1.5•) d e f i n i e r t eine Äquivalenzrelation, die, 
innerhalb einer differenzierbaren Struktur, unabhängig von (P 
i s t . Mit f c j bezeichnen wir eine Äquivalenzklasse von Kur­
ven im Punkte m mit Repräsentanten c. 
(1.6.) D e f i n i t i o n [1;(5.3.)3 Sei M eine Mannigfaltigkeit. 
Der Tangentialraum von M i n m i s t die Menge der Äquivalenz­
klassen von Kurven i n m. I m(M) := £(XI m

s c Kurve i n m̂ . 
T(M) := m ^ Tm(M) heißt Tangentialbündel von M. 

Die Abbildung T M: IM-rtl d e f i n i e r t durch T M ( M m ) = m 
heißt Tangentialbündelprojektion von M. 
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Bemerkung I m(M) i s t i n kanonischer Weise ein Vektorraum. 
(1.7.) D e f i n i t i o n [1;(5.6.)3 Sei f : M-*N eine C1 Abbildung. 
Dann definieren wir Tf: IM—>TH" durch T f ( f c J m ) = t f o C]£( m)* 
Tf heißt Tangentialabbildung von f . 
(1.8.) Satz [1J(5.7.)L1 ( i ) Seien f : M-*N und g: N->K C1 

i 
Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. Dann i s t gof• M—*K C 
und T(g-f) = Tg*Tf. 
( i i ) Wenn h: M—*M die Identität i s t dann i s t Th: TM—̂ TM 
die Identität. 
( i i i ) Wenn f : M — e i n Diffeomorphismus i s t , dann i s t 
Tf: TM—*TN eine B i j e k t i o n und (Tf)"" 1 = T ( f ~ 1 ) . 
Bemerkung Das heißt, T i s t ein Punktor, der Tangentialfunk-. 
tor • 
(1.9•) D e f i n i t i o n £1 j (6 .1 4«)H Sei M eine Mannigfaltigkeit 
und T^: TM-̂ M i h r Tangentialbündel. Das Vektorbündel von 
r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten Tensoren i s t 
T*(M) = Tg (TM) = T^(T m) = m U M ^ ( ^ ^ ^ . n ^ l ^ ' 1 1 ) 

r-mal s-mal 
wobei L r + S den Vektorraum der multilinearen Abbildungen be-zeichnet und T_ der zu T duale Vektorraum i s t . I?(M) heißt m m # # 1 
Kotangentialbündel und wird auch mit X^i T M—>M bezeichnet. 
Bemerkung I n jedem Punkt m£M wird über den Vektorraum T (M) 
die übliche Tensoralgebra gebildet und dann die Vereinigung 
über M. 
(1.10.) D e f i n i t i o n pj(6.15«)J Ein Tensorfeld von Typ (*) 
auf M i s t ein C~ Schnitt von T̂  (M). TT

Q (M); bezeichnet die 
Menge der df° Schnitte, zusammen mit ihrer r e e l l e r Vektorraum-
Struktur. 3^(M) bezeichnet die Menge der C** Abbildungen von 
M i n TR zusammen mit ih r e r Ring-Struktur: (f+g),(x) := f ( x ) + 
g(x), ( c f ) ( x ) := c(f ( x ) ) ; , (f g) (x) : = f ( x ) g ( x ) . Ein Vektor­
fe l d auf M i s t Element von 3f(M) : = ?^(M). Ein Kovektorfeld, 
oder differenzierbare 1 -Form i s t Element von % (M) :=tT°(^)* 
Bemerkung Ein Vektorfeld ordnet also jedem Punkt meM einen 
Vektor i n I (M) zu. 
(1.11.) D e f i n i t i o n C1;(6.16.)H Pur <pi M—>N ein Diffeomor­
phismus und t ^ ( M ) sei <p*t := CT0>)^t^~ 1

 # 

(1.12.) Polgerung ri;(6.17.)Ll ( i ) <P*t63*(N) 
( i i ) <P : ̂  (M)—>tT^ (N) i s t ein linearer Isomorphismus, s s 
Bemerkung Der Isomorphismus Q> induziert i n kanonischer Weise 
einen Isomorphismus <p . 
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(1.13.) D e f i n i t i o n £1;(7.1#)3 Sei M eine Mannigfaltigkeit 
und Xe^(M). Eine Integralkurve von X in ine LI i s t eine Kurve 
c: I—>M i n m mit X(c(7v)) = c ! (?0 := Tc(A,1 ) für a l l e p>el • 
Das B i l d einer Integralkurve von X heißt Bahn von X* 
Bemerkung e!,(?0 hängt auch von der Parametrisierung der 
Kurve ab, nicht nur von der Bahn« Wenn A Zeit bezeichnet, 
dann hat c 1(A) die Bedeutung einer Geschwindigkeit. 
(1.14.) D e f i n i t i o n [1 ; (7 .1 0. }D Sei M eine Mannigfaltigkeit 
und X ein Vektorfeld auf M, und DxcM*B s= f(m,>\)̂ POR: es 
gibt eine Integralkurve c: I—*M von X i n m mit Ael^. X 
heißt vollständig wenn D x = M*R. 
Bemerkung Ein Vektorfeld i s t also vollständig wenn jede 
Integralkurve auf ganz H fortgesetzt werden kann. 
(1.15.) Satz ri r(7.12.)J Sei M eine Mannigfaltigkeit und 
Xe3f(M) . Dann g i l t ; 
( i ) D^MXfO^ 
( i i ) Dx i s t offen i n MXE 
( i i i ) ELs gibt genau eine Abbildung P^: Dx~*M derart, daß die 
Abbildung tH-*P x(m,t) eine Integralkurve von X im Punkte m 
i s t für a l l e meM. 
(1.16.) D e f i n i t i o n CT;(7.13.}] Sei M eine Mannigfaltigkeit 
und X€^f(M) . Dann heißt P x (1.15.) das Int e g r a l von X, und 
die Kurve t—>P x(m,t) die maximale Integralkurve von X i n m, 
Wenn X vollständig i s t , heißt P x der Pluß von X. 
Bemerkung "Pluß" heißt bei Abraham r 11 ,fPlowM und bei Dieu-
donnfe ["4; (18.2.2.)] "coulfee1* • Pur geeignetes t i s t die Ab­
bildung m—>Px(m,t) ein Diffeomorphismus, und wenn X v o l l ­
ständig i s t , i s t £?(- t t )^:t6R^ eine einparametrige Gruppe von 
Diffeomorphismen. Da c:lR̂ -»M: tt--*Px(m, t ) eine Integralkurve 
von X i n m i s t , gewinnen wir wegen (1.13.) X durch Differen­
t i a t i o n zurück. Somit wird eine B i j e k t i o n zwischen v o l l ­
ständigen Vektorfeldern und einparametrigen Gruppen von D i f -
feomorphismen he r g e s t e l l t . 
(1.17.) D e f i n i t i o n [H(8.1.) ;] Sei fe^(M), dann i s t 
Tf* [EM-̂ TR = JR*R und T m f = T f | l M£ L ( I M, f f (m>OR̂ ) • Dann 
definieren wir df: M-^T*(M) durch df(m) := pr2°Tmf wobei 
pr 2 die Projektion auf den zweiten Paktor bezeichnet, df 
heißt das D i f f e r e n t i a l von f . 

Pur Xe3f(M) , definieren wir I ^ f : 1MR durch L xf(m) : = 
:= df(m)(X(m)). L y f heißt die Liesche Ableitung von f 
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bezüglich X. 

Bemerkung I s t f x ^ ^ ̂  ein System von Koordinatenfunktionen 
von M i n m, so i s t ( d x ^ ^ j eine Basis von Tm(M) . 
( 1 . 1 8 0 Folgerung [ 1*(8.2 . Ü ( i ) d f e ^ (M) 
( i i ) L xfG^M) 
(1 . 1 9 0 ; Satz C1f(8.4.W ( i ) 1 ^ : ^ ( 1 1 ) ^ ^ ( 1 1 ) i s t eine Deriva­
t i o n auf der Algebra ^(M), d.h. L x i s t B-linear und, für 
f ,g*^(M) L x ( f g ) = ( L x f )g + f ( L x & ) 
( i i ) Wenn c eine konstante Punktion i s t , dann i s t I x c ~ 0. 
(1.20.) Polgerung [1 ? £8.5.);] Pur f,ge^M) g i l t d(fg) = 
~ (df)g Hr f(dg) und c i s t nur dann konstant, wenn de ~ 0 
i s t . 
( I # 2 t . ) Sata Z%i(8*So)j] Die Menge der Operatoren L x auf 
1£{M) i s t ein r e i l e r Vektorraum und ein ̂ (M)-Modul mit 
(fL x);(g) = f (Lxg)) und i s t isomorph zu 3f(M) als: Vektorraum 
und als ̂ (M)-Modul. Insbesondere: ~ 0 nur dann, wenn 
X = 0, und L v =- f L v . 
(1.22.) Satz D>(8.10.)~] Die Menge a l l e r TR-linearen Deriva­
tionen auf ̂ M) bilden einen reellen Vektorraum der als Vek­
torraum isomorph zu 5f(M) i s t . Insbesondere: für jede Deri­
vation ^ e x i s t i e r t genau ein mit <9= L v* 
Bemerkung Wegen dieses Isomorphismus i s t es möglich, und 
für manche Anwendungen zweckmäßig, den Tangentialraum als 
Menge der Derivationen von^(M) zu definieren. (Siehe z.Bo 
Helgason, D i f f e r e n t i a l Geometry and Symmetrie Spaces, Aca-
demic Press, New York (1962));. 

(1.23.) Satz CH (8.11 03 Seien X,Ye^(M). Dann i s t 
[L x,LyJ := ^°^Y - L Y Ö L X e i n e Derivation auf'^(M). 
(1.24.) D e f i n i t i o n CTIJ (8.12.>J CX,Y] =• LXY i s t das (ein­
deutig bestimmte); Vektorfeld derart, daß L^ x = CL X,L Y]. 
LXY heißt Liesche Ableitung von Y bezüglich X, oder Lie-
Klammer von X und Y. 
(1.25*) Satz C1; (8.13.);J Der reelle Vektorraum 5f(M) zusammen 
mit der Verknüpfung [>,-] i s t eine Lie-Algebra, d.h. 
( i ) i s * B-bilinear 
( i i ) [X,XJ = 0 für a l l e Xe^(M) 
( i i i ) [X9£x9z7] + tYfLZ,Tll + CZ,TX,Yl7 - Ö für a l l e X,Y,Z 
e#(M). 
( 1 . 2 6 . ) D e f i n i t i o n C1f ( 8 . 1 8 . ) ] Sei Xe^ftM)). I ^ i s t der (ein­
deutig bestimmte) Differentialoperator auf ̂ (M) derart, daß 
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es auf ^(M) mit aus (1.17.) und auf ̂ (M) mit L-̂  aus (1.24.) 
identisch i s t . 
(1.27.) Satz Cl?(8o21.)0 Sei t&TW . Dann i s t I ^ t = 0 ge­
nau dann, wenn t konstant entlang der Integralkurven von X 
i s t . 
(1.28.) D e f i n i t i o n Cl;(9o1o)3 Sei E. ein endlich-dimensiona-
l e r r e e l l e r Vektorraum. Sei_52k(3> := L^(E9R), der Vektor-

a 
räum der schiefsymmetrischen k-multilinearen Abbildungen von 
E i n R. Ein Element von heißt äußere k-Form auf E. 
Es. ist_5?°(E> =B, J^(E) = E* • 
(1.29.) D e f i n i t i o n C1J(9.2.)1 Die alternierende Abbildung 
At r°(E>—>I?(E) sei d e f i n i e r t durch At := 1 ^ Z^'* 

K * iET ̂ e s k 

vrobei Ŝ. die Permutationsgruppe und das Signum von <r* i s t . 
(1.30.). Folgerung C1JC9.3.)1 A i s t eine lineare Abbildung 
yon T°(E) auf J^CE) und A»A = A. 
(1.31.)/ D e f i n i t i o n C1;C9.4.),1 Für<xe£g(E) u n d / ^ ( E ) d e f i ­
nieren wir e t f ^ t E ) durch <*Aß s= k{?«8ß). Für^e^°(E) = 
= JR i s t * / t ^ = ßAo< = o<ß . 
Cl.32.) Folgerung £15 (9-5.)1 Für (E), ̂ e ^ i ( E ) und 
#r!Il£(E) gelten: 
( i ) o</l^ = A«/l^ = */U^ 
( i i ) / l i s t . b i l i n e a r 
( i i i ) *A§= (-l)kl£M°< 
(iv ) */l(./?/U) = («S/?)jA Tf 

(1.33.) D e f i n i t i o n D}(9.18.)1 
u,k(M) =u,k(TM) := ̂ ^ ( O y Ä ) , =u ; k ( r M ) : a , k ( M ) - ^ M d e f i ­
n i e r t durch u^ k(^ M);(x) = m x s ^ T M), ^ ( M ) := die Menge 
der Schnitte vono, k, undJ?°(M) = ̂ (M) und (M) =T°W = 
= **(M). 
Bemerkung Wir haben also i n jedem I m(M) die äußere Algebra 
d e f i n i e r t und dann die Vereinigung gebildet wie im Falle der 
Tensoralgebra. 
(1.34.) D e f i n i t i o n D; (.10.3 0!] 51W i s t die direkte Summe 
derJ? k(M), k = 0,1,2,..., zusammen mit ihrer Struktur als 
(undendlich-dimensionaler) Vektorraum und der Multipli k a t i o n 
A komponentweise auf 5l(M) fortgesetzt. i?(M) heißt die Alge­
bra der äußeren Differentialformen. Elemente vonj? k(M) sind 
k-Formen, und Elemente voni^M) = % (M) sind 1-Formen. 
(1.35.); Satz D; (10.5 03 Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann 
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gibt es eine Familie von Abbildungen d k(U) s j?k(U)-»ftk+1 (U) 
(U offen i n M)J, äußere Ableitung genannt, und kurz mit d be­
zeichnet, mit: 
( i ) d i s t eine /l-Antiderivation. Das heißt, d ist3R-linear 
und für *eJ?(U), ̂ ^ ( U ) , dMi?) = dx/lß + (-1 )k<^|d/? 
( i i ) Für fe^M) i s t df = df aus I l - r t ^ r ) (2,1?.) 
( i i i ) d°d = 0 
(i v ) d(*/V) = (d«)|v für VcU offen i n M 
(1.36.) D e f i n i t i o n £1* (.10.1 2)] Sei M eine Mannigfaltigkeit, 
X«5|f(M) und cve-^k+1 (M) . Dann definieren wir l^eT^iM} durch 
i x^(.X 1 ,... ,Xk) = (k +1 MX,X1 ,... ,X k). Für ĉ j?°(M} i s t 
i a» •= 0. lyUJ heißt inneres Produkt von X und <̂>, 
(1.37.) Satz C1; (10.13.)jl Es gelten: ± x: J i k ( M ) - ^ k ~ 1 (M> 
und, für «e£ k (M>, f ? ^ 1 (H), f e&° (M) 
( i ) i x i s t eine/)-Antiderivation 
( i i ) i £ X<K = fi xo<; 
( i i i ) i x d f = L x f 
(i v ) Lx<* = i x & * + dix<K, 
(v) L f X ^ = £DX°<+ d f / | i x * 
(1.38.) D e f i n i t i o n C1 ; (10.16.)! <^&S^W heißt geschlossen 

k—1 
wenn d«̂  = 0 und exakt wenn es ein ueJl (M) gibt mit u>= d<=<. 
(1.39.) D e f i n i t i o n £1j(9.14.)3 Seien E, F Vektorräume, 
ipeL(E.,F) und^eT^(F). (p^el^(E> wird d e f i n i e r t durch 
^ ( e 1 »•••»efc> = ^(^ > ( e 1 ) ,. ..,^ ( e k ) ) . 
(1.40.) D e f i n i t i o n C1}(10.7.)] Seien M,N Mannigfaltigkeiten, 
Fi M—>N eine C 0 0 Abbildung, und e j ^ (N). wir definieren 
P#wt M->tck(M) durch F^(m> = (T P)̂ «u/»P(m>. (Siehe (1.39.)) 
Bemerkung Dadurch induziert eine C00 Abbildung von Mannig­
f a l t i g k e i t e n eine entsprechende Abbildung i n dem Vektorbün­
del der äußeren Formen. 
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I I * Symplektische Differentialgeometrie 
I n diesem Kapitel wird der Begriff einer symplektischen 

Form d e f i n i e r t und die von der symplektischen Struktur ab­
hängenden Begriffe zusammengestellt. Wir definieren: sym­
plektische Mannigfaltigkeit, Poissonh-Klammer, Hamiltonsches 
Vektorfeld, Hamilton-Eunktion, Hamiltonsche Wirkung einer 
Lie-Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit. 

( I I . 1 . ) D e f i n i t i o n [ 1 ( 1 4.1 . S e i M eine Mannigfaltigkeit 
und tuG5^(li)) nicht ausgeartet (d.h 0 c^(m) i s t ein nicht ausge­
arteter Tensor für a l l e meM) . Dann definieren wir b:^(M)^*(M) 
Xf-KXb := ±XUJ und #x T£*(M)—*3fi[M>: oih^o^i # = J?~1

# 

Bemerkung b i s t ein Vektorbündel-Isomörphismus. Die Situa­
t i o n i s t ähnlich wie. bei einer Riemannschen Metrik; s t a t t 
eines symmetrischen. Tens;or haben wir hier einen antisymme­
trischen. 
(II.2.)) Satz (Darboux) [1 (1 4.7 •);] Sei UJ eine nicht-ausge-
artete; 2;-Eorm auf einer 2n-Mannigfaltigkeit M. Dann i s t 
dcü = 0 genau dann, wenn es zu jedem meM eine Karte ClJ,<P) 
gibt mit meJJ, • <P(m); = 0 und 
<P(u> = (x 1 (u),. • • f x n ( u ) , y 1 (u),...,y n(u)) und 
H U = §• äx./ldyĵ  

(II.5.) D e f i n i t i o n [1J(14.8.)"] Eine symplektische Form 
(oder symplektische Struktur) auf einer Mannigfaltigkeit M 
i s t eine nicht-ausgeartete, geschlossene 2-Eorm auf M. Eine 
symplektische Mannigfaltigkeit (M,<v) i s t eine Mannigfaltig­
k e i t M zusammen mit einer symplektischen Eorm u> auf M. Die 
durch den Satz von Darboux ausgezeichneten Karten heißen 
symplektische Karten und die Komponentenfunktionen x^, y^ 
heißen kanonische Koordinaten. 
( I I . 4 . ) D e f i n i t i o n L1;(14«9<>)] (M,u;) und (N,/*) seien sym­
plektische Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung E: M-̂ N 
heißt symplektisch, v/enn Ê p̂ = cu. (siehe ( I o 4 0 . ) } 

( I I . 5 . ) Satz Ur(l4.14.)] Sei V eine n-Mannigfaltigkeit und 
M = T*V. Betrachten wir < T * : M-̂ V und Tf*: IM->TV* Sei 
,̂r6M (veV)) ein Punkt i n M und uu ein Punkt i n TM über <v . 
V oCr V 
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Dann i s t 0^*$? ( I I ) "und UJ0 = ~ d < s >
0 i s t eine symplektische Form 

auf M. -Q und u> heißen die kanonischen Formen auf M. o o — 
Bemerkung Jede Mannigfaltigkeit besitzt eine Riemannsche 
Metrik, aber nicht immer eine symplektische Form. Der obige 
Satz zeigt, daß das Kotangentialbündel T V jeder Mannigfal­
t i g k e i t V, i n kanonischer Weise, eine symplektische Form 
"besitzt. 
( I I . 6 . ) Satz C1; (14.16.)/] Sei M eine Mannigfaltigkeit und 
<pi M—>M ein Dif f eomorphismus. Dann i s t <p : 3T M—*T M ein 
symplektischer Diffeomorphismus auf T M bezüglich der kano­
nischen symplektischen Struktur. 
( I I . 7 0 D e f i n i t i o n £1; (1 4.23 . >] Sei (M,o/) eine symplekti­
sche Mannigfaltigkeit und f ,g e^M)1. Dann definieren wir 
X*t= (df)^W^M) und die Poisson-Klammer von f und e 
£f,g? := - i x i x u ^ e^M). 
( I I . 8 . ) Folger'unl £1 j. (1 4.24. ) 1 Sei (M,o»)i eine symplektische 
Mannigfaltigkeit und f ,ge^M)i. Dann g i l t : 
( f , g 5* = - i x i ^ cu = -L x g = +L X f . 
(H«9.) PolSer^ng £1 j: (^4.25.>3S Für f e£(M> i s t die Abbil-
dung gt~»ff0,g^ eine Derivation auf ^(M). 
(11.10.) Folgerung £1} Cl 4.260)>] Seien (M,a>)) eine symplek­
tische Mannigfaltigkeit und f,ge^(M);. Dann g i l t : 
d£f,gj - (df,dgj := -[df*,dg^J*. 
(11.11 o); Satz [1; (14.2703 Der reelle Vektorraum^(M);, zu­
sammen mit der Verknüpfung i s t eine Lie-Algebra. 
(II.12.}» Folgerung C1;(H.28.)J x£f,gj = -ClftXg]. 

(11.13.) Satz f1; (14.30.)] Sei (M,d>) und (N,p) symplekti­
sche Mannigfaltigkeiten und F: M—»N ein Dif f eomorphismus . 
Dann i s t F genau dann symplektisch wenn F die Poisson-Klam­
mer a l l e r Funktionen erhält. 
Bemerkung Ein symplektischer Diffeomorphismus i s t ein Iso­
morphismus i n der Kategorie der symplektischen differenzier­
baren Mannigfaltigkeiten. Wir erkennen hier auch den Be­
g r i f f einer kanonischen Transformation. (Siehe H. Goldstein, 
Classical Mechanics, Addison-Wesley, Reading, Mass. (1950), 

Abschnitt 8-3 und 8-4.) Eine Transformation heißt kanonisch, 
wenn sie die Form der Hamilton-G-leichungen erhält, und das 
g i l t genau dann, wenn die Transformation a l l e Poisson-Klam­
mer Beziehungen erhält. Die Erforschung des mathematischen 
modells für die klassische Mechanik, (im Hamilton-Formalismus), 
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i s t also gleichwertig mit der Untersuchung der Kategorie der 
symp1ekti schen Mannigfalt i g k e i t en. 
( I I .1 4.) Satz £1; (14.31.)] Sei (M,co) eine 2n-Mannigf a l t i g ­
k e i t und f,ge^(M). Sei (TJ,f>) eine symplektische Karte (Siehe 
( I I . 3 . ) ) . Dann g i l t : 

( I I .15.)) D e f i n i t i o n [1 ; (1;6.1 4.)] Sei (M,cu) eine symplekti­
sche Mannigfaltigkeit und Xe3f(M) . Dann heißt X (global) 
Hamiltonsch wenn es ein HeŜ M) gibt mit X = XH = (dH)^. 
H heißt Hami11 on-Punktion für X. 
(11.16.) Satz £1;(16.12.)] Sei X ein Hamiltonsches Vektor­
f e l d auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,<̂ >) mit 
Hamilton-Funktion H. Sei (V,<P) eine symplektische Karte mit 
<P(v)) = (q 1 ( v ) , ... ,q n(v),p 1 ( v ) , . . . , p n ( v ) ) . Dann i s t eine 
Kurve c ( t ) auf V genau dann eine Integralkurve von X wenn 

| f i ( c ( t ) > - H (e(t)) f f i ( e ( t ) ) - - ^ f . ( e ( t ) ) i-1 ,... ,n 
(11.17.) D e f i n i t i o n C1}(22*3.)0 Sei Gr eine Lie-Gruppe. Mit 

bezeichnen wir die Lie-Algebra der Linksinvarianten Vek­
torfelder auf G. Der Tangentialraum zu G im Punkte e, (e 
i s t Einheit der Gruppe), TG i s t als Vektorraum isomorph zu 
P̂ G* T.eG zusammen mit der durch diesen laomorphismus indu­
zierten Lie-Klammer Operation heißt Lie-Algebra von G und 
wird mit Jf^ bezeichnet. 
(11.18.) Satz [1;(22.4.)] Sei G eine Lie-Gruppe und Xe2^. 
Dann i s t X vollständig. 
(11.19.) D e f i n i t i o n [1;(22.5.)] Sei E x der Eluß von X^f &. 
Dann heißt die Abbildung Xf->FX (e , t ) =: exp(tX) die Exponen-
tialabbildung. 
(11.20.) D e f i n i t i o n C1;C22.8.)] Sei G eine Lie-Gruppe und M 
eine Mannigfaltigkeit. Eine (differenzierbare) V/irkung von 
G auf M i s t ein Gruppenhomomorphismus $ von G i n die Gruppe 
D(M)< der Diffeomorphismen von M derart, daß die Abbildung 
GXM-Hl: (g,m)W$(g) (m) C°*ist. 
(11.21.) D e f i n i t i o n £1; (22.9. )jl Sei <j>: G->D(M) eine Wirkung 
von G auf M, xe^ & und Xe^ mit X(e) = x. Sei Ex: G*3R->G:der 
Eluß von X. Dann i s t H : MXR—>M: (m,t)/-^$(E ( e , t ) ) (m) = 

x x 
= <£(exp ( t x ) ) (m) ein Fluß auf Mo Sei Y G;f(M)> das (eindeutig 
bestimmte) Vektorfeld derart, das H Fluß von Y i s t . Dann 
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heißt der Lie-Algebra Homomorphismus :^&-V^(M);: X ^ Y x der 
infinitesimale Erzeugende von §, und Y heißt die i n f i n i t e s i -
male Transformation von x. 
(11.22.) Definition [1 ; (22d 2. )£J ( i ) ; Sei $ eine Wirkung 
einer Lie-Gruppe auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit M. 
Dann heißt § Hamiltonsch, wenn £ f (/?&)c £xe/ftM): X i s t Hamil­
tonsch^, das heißt, wenn jede infinitesimale Transformation 
von $ Hamiltonsch i s t . 
( i i ) Sei He^M) und $ eine Hamiltonsche Wirkung von G derart, 
daß H unter §(g) invariant i s t für all e geG. Dann heißt G 
eine Symmetriegruppe von H unter der Wirkung j? . 
(11.23.) Satz D;(22.13.)jf Sei$: G->D(M) eine Hamiltonsche 
Wirkung auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit M und 
He^M) . Dann i s t H genau dann invariant unter <j5, wenn 
LyH = 0 für a l l e infinitesimale Transformationen YG§1{JIQ)J. 

In diesem Falle g i l t : Wenn Ke^M) eine Hamilton-Funktion 
für Y i s t , d.h. Y = Xg ~ CdK)^> dann i s t K eine Konstante 
der Bewegung (d.h. K i s t konstant entlang der Integralkurven 
von X H)• 
(II.24.) Definition Ein dynamisches System i s t ein Paar 
(M,X), wobei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit i s t , 
und X e ^f(M): ein Vektorfeld auf M i s t . 
(11.25.) De f i n i t i o n Ein Hamiltonsches dynamisches. System 
j.st ein Tripel (M,<̂ ,H) , wobei (M,OJ).- eine symplektische Man­
n i g f a l t i g k e i t und H e ̂ T(M> i s t . Wegen XH = (dHjf^ (? ^M) i s t 
ein Hamiltonisches dynamisches System Spezialfall eines dy­
namischen Systems. 
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I I I . Zur Bedeutung der symplektischen Form 
Im letzten Kapitel haben wir gesehen, daß eine symplek­

tische Form uns erlaubt, eine Abbildung ^M)X^M)^M) 
zu definieren, die eine Lie-Algebra Struktur auf 9̂ M) d e f i ­
n i e r t , so daß die dadurch definierte Derivation f - , f ^ : 
^(M)-^^M) die Lie-Ableitung L x auf ^(M) i s t . Diese Abbil­
dung wurde Poisson-Klammer genannt. I n diesem Kapitel wol­
len wir die umgekehrte Richtung betrachten. Wir fangen mit 
einer anderen D e f i n i t i o n der Poisson-Klammer an, die von 
Dirac [5] vorgeschlagen und von Pauli [11] und Jost [7] dis­
k u t i e r t worden i s t . Das Kapitel endet mit einer Vermutung 
über die Gründe, aus denen die symplektische Porm für die 
klassische Mechanik von Bedeutung i s t . 

( I I I . 1 . ) D e f i n i t i o n [7] Eine Poisson-KIamnier i s t eine Abbil­
dung f - , - ] * ^(M);X^(M);-->^(M) mit den folgenden Eigenschaften: 
für f , f' , f 2 , g, h £ #M]|, c £JR: 
Ca); f f fg\ = - f g , f } € ^(M) 
(b) f f r + f 2 , g ) = f V g ? + ^ 2 > S ? 
(c) f f ^ g ? = f ^ f ^ g , ? + f f j , g ^ 2 

(d> £f ,c} - 0 
(e) £f,£gfh# + £g,fh,f# +' fctfr,gft - 0 
( f ) Das Tensorfeld A 6 ^ ( M ) d e f i n i e r t durch A(df,dg) = £f,g^ 
i s t nirgends ausgeartet . 
Bemerkung Die. Widerspruchsfreiheit von A i n ( f ) hangt von 
den anderen Eigenschaften ab. Der gemeinsame Harne Poisson-
Klammer wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt. 
(II I . 2 . ) ) Satz (i) j Eine Poisson-Klammer ( I I I . 1 . ) erzeugt 
eine geschlossene symplektische Eorm 
( i i ) Die. mitt e l s cu d e f i n i e r t e Poisson-Klammer ( I I . 7 . ) 

stimmt mit der aus (111.1.) überein. 
Beweis (i ) ; Eür den vollen Beweis siehe Jost £73. Er zeigt 
u.a., daß die Jacobi Identität genau dann erfüllt i s t , wenn 
aus = 0 i s t , das heißt cu geschlossen. Weil A nirgends aus­
geartet i s t , induziert es einen Vektorbündel-Isomorphismus 
jti (M)-~*^f(M) , und somit ein nirgends ausgeartetes Tensor­
fe l d <^6^J(M) mittels ^(df^dg.^) = £f,g}, das wegen (a) 
antisymmetrisch i s t . 
( i i ) Es i s t aber a , ( d f ^ d g ^ = c^(Xf,Xg) - i x ^ ( - , X ) = 
= i Y i Y tu = - i j^cu (siehe ( I I . 1 . ) , (1-36.) und ( H . 7 o ) ) . i 

Ag A f *± ^g 
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( I I I .3.) Satz Eine Abbildung £?M) X^(M)-^^(M) i a t 
genau dann eine Poisson-Klammer-, wenn gelten: 
( i ) Der Vektorraum ̂ (M) und die Verknüpfung bilden 
eine reale Lie-Algebra. 
( i i ) f->g} i s t eine Derivation auf der assoziativen Algebra 
Sfa) . 
( i i i ) Das lensorf eld A € T Q W d e f i n i e r t durch A(df ,dg) = 
=- (f,g] i s t nirgends ausgeartet. 
Beweis »(III.1 . .3.),(!)" I n (c) nehmen wir f ^ e E , 
Dann i s t f f f 2 , g } = f ^ f f ^ g ^ + f f ^ g ^ , aber wegen (d) und 
(a) i s t f f 1 ,g] = 0, also f f ^ f ^ g j * = ±^(±^yg}. Also i s t 

wegen (b) E-linear i n der ersten Stelle.. Wegen (a) 
ia t (-}-} dann ]R-bilinear. In (a) setzen wir f = g. Dann 
i s t £f , f } = - f f , f ] , also ff ,f ? = Q für alle f e ̂ (M). (e) 
i s t die Jacobi Identität. Also bildet die Poisson-Klammer 
eine Lie-Algebra. 
" • ( I I 1.1 •>=»(III.3.)(ii)lt Wie oben, i s t {-,g} B-bilinear, 
und wegen (c) eine Derivation auf ̂ (M). 
M - ( I I I . 3 . } = K I H * 1 Wegen E-Bilinearität g i l t (b). So i s t 
auch, wegen der Lie-Algebra Eigenschaft 0 = ff+g,f+g^ = 
- ff+g,f + ff+g,gft - f f ,f ?«f + fechte + f f >g?% +&ig?^= 
= ^ , ( f g , f } + f f ,g?),^ f f ,g? = -fg>*? 3 0 e i : L t a u c l 1 (°) 
g i l t weil f - j g ^ eine Derivation auf ̂ M) i s t . Wegen E - B i l i -
nearität g i l t : f f ^ f 2 , g ? =- f - j f f 2 , g ? wenn f^ € E i s t . Dann i s t 
wegen der Derivationseigenschaft ( c ) , f f ^ ,g^ = 0 für f^ g l , 
also g i l t auch (d). Weil eine Lie-Algebra i s t , g i l t 
auch (e), und ( f ) i s t nichts anderes als ( i i i ) . B 

Wir sehen also, daß die symplektische Eorm mit der 
Poisson-Klammer äquivalent i s t . Weiterhin i s t es bekannt, 
daß sich die klassische Mechanik "koordinatenfrei" durch die 
Poisson-Klammer formulieren läßt ("Bewegungs-Gleichungen i n 
Poisson-Klammer Eorm"). Wir haben auch gesehen, daß die 
Poisson-Klammer nichts anderes i s t , als eine Lie-Algebra 
Struktur und eine Derivation auf der Punktionenalgebra ^(M). 
Die reellwert igen Punktionen 9̂ (M) haben auch eine wichtige 
physikalische Bedeutung: sie sind genau die Observablen (be­
obachtbaren Größen) i n der Mechanik. Mittels der symplekti­
schen Eorm, und zwar durch die Abbildung; (d-)/^: ^(M)"^^(M): 
f *->(df) =- Xf, erzeugen die Observablen lokale Dif f eomor­
phismen (und manchmal globale Gruppen von Dif f eomorphismen) . 
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Wir erkennen also die symplektische Form ("bzw. die Poisson-
Klammer) als eine Möglichkeit, die klassische Mechanik ,rkoor-
dinatenfrei n darzustellen, wobei die Bedeutung der Observab­
len als Erzeugende von Transformationen stark zur Geltung 
kommt• 



- 15 -

IV. Reduktion auf eine kleinere Dimension 
Eine Möglichkeit, ein dynamisches System zu verein­

fachen, l i e g t darin, ihre Dimensionszahl zu reduzieren. Der 
erste Satz dieses Kapitels gibt Bedingungen an, die es ermög­
lichen, eine Untermannigfaltigkeit zu finden, auf die das 
System reduzieren läßt, ohne einen Verlust an Information. 
Der zweite Satz gibt eine Bedingung an, unter der die Reduk­
t i o n wieder ein Hamiltonsches dynamisches System l i e f e r t . 

V/enn die Funktionen im Satz (IV. 1.) eine Symmetriegrup­
pe erzeugen (11.22.);, l i e f e r t der Satz ein Beispiel für die 
Ausnutzung einer Symmetrie zur Vereinfachung des Problems. 
V/enn das reduzierte System außerdem noch Hamiltonsch i s t , 
kann es dann als "'äquivalent" zu einem anderen mechanischen 
Problem i n t e r p r e t i e r t werden. 

(IV.1.) Satz £4; (1 6.8.90] Sei Y eine differenzierbare Man­
n i g f a l t i g k e i t , ( f j _ ) > | ^ j ^ r eine endliche Eamilie von Funktionen 
aus 9tM) . Sei X fx e Y: f ± ( x ) = 0 für a l l e i mit l ^ i ^ r j . 
Seien, für jedes, x e X, die D i f f e r e n t i a l e ( d _ _ f _ O i ^ ^ linear 

^ x JL i — I — r 
unabhängige KoVektoren i n T__.(Y) • Dann g i l t : 

x. 

( i ) X i s t eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von Y, 
und für jedes x e X, T~(X) i s t im Kern von jedem d f.. . 

.Ä. JL. 
( i i ) Es i s t also dim (X) =• dim (Y) - r. 

x. x 

Bemerkung Dieser Satz erlaubt uns, zunächst ohne Rücksicht 
auf die symplektische Form, die Mannigfaltigkeit zu reduzie­
ren, v/enn wir solche Funktionen wie oben haben, und ff^,H^=0. 
V/egen (1.27•} und ( I I . 8 . ) sind dann die Bahnen von H i n der 
Unt er mannigf a l t i g k e i t enthalten. Die Bahn i s t also enthal­
ten i n der Fläche von konstantem f ^ , und insbesondere, Y/egen 
£H,H^ = 0 i n der Fläche konstanter Energie (Energie?lache). 
(IV.2.) Satz Sei (M,<̂ ): eine symplektische Mannigfaltigkeit 
und N eine Untermannigfaltigkeit 4 von M. Dann i s t (N,^|N) 
genau dann eine symplektische Mannigfaltigkeit, v/enn ĉ JN 
nicht ausgeartet i s t . 
Beweis Wegen (11.3 0 müssen wir nachprüfen, of U;[N ( i ) an­
tisymmetrisch und ( i i ) geschlossen i s t . ( i ) Wenn u/JR nicht 
antisymmetrisch wäre, so gäbe i s X̂  ,X2 € ^(N) mit û (x̂  ,X2) ^ 
£ -">(X2 ,X-j ).•• Aber, wegen C %(M) wäre dann tu nicht an­
tisymmetrisch, was ein Widerspruch i s t . 
( i i ) ; Nach Abraham D ; (10.9 03 i s t d natürlich bezüglich 
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Abbildungen, d.ho für P: N—»M eine C0* Abbildung und tv£-ic (M) 
i s t I^u,£j^k(N) (siehe (1.40.)) und es g i l t : F*(do,) = d ( i y ^ ) . 
Für N <= M eine Untermannigfaltigkeit und i: N — d i e (C°°). 
Inklusion, haben wir i # ( d ^ ) = d ( i ^ ) =4 (d^) |N =• d(<^|N), also 
ö.w - Q -=} d(<^N) = 0, d.h. abgeschlossen =^ geschlossen. Ef 



V. Keplerproblein und erste Reduktion 
In diesem Kapitel formulieren wir das Keplerproblem i n 

der symplektisch differentialgeometrischen Sprache. Dann 
führen wir die übliche "Reduktion auf ein äquivalentes 
1-Körper Problem" durch, d.h. wir gehen zu Relativkoordi­
naten über. 

(V.l.) Technisches Lemma Sei M = I*B n mit der kanonischen 
symplektischen Struktur ( H . 5 . ) . Dann wählen wir q^, p^, 
i = 1,2,...,n als kanonische Koordinaten (II. 3 . ) « Die q^!s 
sind die Koordinaten vonTRn, die global existieren. Da 
K T*lRn = E n X TRn i s t , existieren auch die p^s global. 
Damit i s t u> = ^ dq. A dp. 

i = 1 X ^ 
( i ) Sei X G jf(M) mit X: M->IM: (q,p)^(q,p;x,y). Dann i s t 
X* = x-dp ~y dq 
( i i ) Sei CK e 9? (M) mit o< =. x' .dq. + y' -dp,. Dann i s t 

Beweis, ( i ) Nach ( I I . 1 . ) i s t X1* =• i x^ = ^(X,-) = 
- ^ (dq./idp.Xx,-) = i i(da i®dp i -dpi®d(1;L)(X,-) = 

= . f / x i d p i - y i d ^ i ) -

( i i ) Das i s t die Umkehrung von ( i ) . M 

(Y . 2 . ) Definition f", j (32.1 . } ] Modell I für das Kepler Pro­
blem i s t das Tripel (Utu>,H/*) mit 
( i ) M = T*W, W = ÖH 3XE 3) -A, A= ((qL,q):q. € B 3? mit der 
kanonischen symplektischen Eorm <x>. 
( i i ) ju e TEL, /<>0 

( i i i ) e #(M) d e f i n i e r t durch: 

mit q.,qt? f I , P,P! G TR und (-| i s t die euklidische Norm 
auf TS? . 
Bemerkung 4 wird aus M herausgenommen, so daß. dann i n 
^(M) i s t . Xg/< i s t nicht vollständig für jedes m £ M, da die 
Integralkurve durch Ä laufen kann, (Stoßbahn). 
(V.3.) Satz [ 1 ; (32.2. )J] In Modell I , sind die Komponenten 
von p + p,f! Konstanten der Bewegung. 
Beweis Wir betrachten die Gruppe & = (JR̂ , + ) mit Wirkung $ 
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(11.20.) auf W, d e f i n i e r t durch: $(?): (q, qf* >i—>(4+r, q f ,+f) . 
A i s t invariant unter $ . Da $ ein Diffeomorphismus i s t , i s t 
nach ( I I . 6 . ) die induzierte Wirkung auf M ein symplektischer 
Dif feomorphismus $ mit <$ (r) = $(r) : (q, q ! ; p ,p1) i—> 

(q+r ,qf+r;p ,pl ). Jetzt betrachten wir eine Erzeugende 
(0,r Q) G JIQ der Gruppe (J^, als. Menge, i s t gleich TeG, siehe 
( I I . 1 7 . ) ) * Das dazugehörige linksinvariante Vektorfeld auf 
G i s t dann X e jC^. X(?) = ( r , ^ ) . Der Fluß von X i s t dann 
? x ( t , r ) = r + "̂ ô* ' D e r (du^ch <$ ) induzierte Fluß auf M i s t 
dann H x ( t , q, q* ,p ,p,f ) = (q+trQ,q!+tfQ,p,p, ). Das dazugehöri­
ge Vektorfeld (infinitesimale Transformation), (siehe (11.21.)) 
i s t also Yx(q,qt!,p,p,i) = (q,q ! ,p,p,? ;r 0,r 0 , 0,"Ö) , Nach (V.1 f) 

i s t dann Y*. = (-0)dq.+ (-O)dq'1 4- (r Q ) d p + ( r Q ) d p ! = 
= r 0 ( d p + dp 1) = d((r 0)-(p +£'))• Es i s t also 
Yx = (d(?Q-p + TQ - P 1 ) ) ^ , SO daß jede i n f i n i t es emale Trans­
formation Hamiltonsch i s t , und somit i s t nach (11.22.) § 

Hamiltonsch. H i s t klarerweise invariant unter $ , und da 
rQ-p + TQ»P ! eine Hamilton-Eunktion für Y-̂  i s t , i s t 
r Q - ( p + p ! ) nach (11.23.) eine Konstante der Bewegung. 
Somit i s t auch p + p ! eine Konstante der Bewegimg. H 
(V.4.) Definition ^ >tq + q' ^ t n _ nt 

<i ^ + i q. q. q. 
\ heißt Schwerpunktkoordinat e und cp heißt Relativkoordinat e. 
Bemerkung Damit haben wir dq = j^~dq + ̂ j d q ! , d'q1 = dq -dq* , 
p=^dq, pfi = dq% 'p = ^ + 1)d^, 'p* = ;^d'q , w o b e i d i e 
Gesamtmasse und die reduzierte Masse i s t . 

—" /*+ I 
(V.5.) Lemma "p = p + p r und heißt Schwerpunktimpu 1 s, 
% x = ̂ y ( p - /*pf ) und heißt Relativimpuls, 
p = ̂ f r p + p' - f 

2 ^ 2 " |CL-CL«( - 2 p ? l J + 2^/(^+1 ) " TfT" ' 

Beweis Es i s t eine direkte Berechnung. " 
Bemerkung Da p = p + p' |ine Konstgnta der Bewegung i s t , 
haben H und H« J = H - = ) " 7^- dieselben 
Integralkurven bezüglich "p* und 'oj . Somit kommen wir zu 
Modell I I (VI . 1 . ) • ' 
Bemerkung Bei dem Übergang von Modell I zu Modell I I wird 
die Dimensionszahl um 6 verkleinert. Dieser Übergang i s t 
nur zum T e i l ein Beispiel einer Reduktion auf Grund der drei 
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Konstanten der Bewegung und Satz (IV.1,). In der Tat haben 
wir eine Entkopplung: die neuen Hamilbon-Gleichungen lauten 
i = jfo> 1" = o, ~f/fr^y "P* = j T r j - E s a i n d a l s o 4 
und ^ von /c[t und 'p' entkoppelt. ^ 
Der PhasenrauDi i s t M. =• M.. x M2 mit ftLj = B 5* , M2 = (R^-fO? )XR 
H S ^(M), H = H1 +• &2 mit 
TT _ TT _ te'l2 1 
Jetzt i s t Ĥ  (bzw. Hg) konstant, auf M2 (bzw. ). Wir haben 
also um drei Dimensionen reduziert wegen 'p' = 0. Weiterhin 
haben wir drei Dimensionen (Schwerpunktkoordinaten) außer 
Acht gelassen, weil sie t r i v i a l sind Cq =• /TTT) • Diese Ver-
kleinerung um 6 Dimensionen l i e f e r t wieder ein Hamiltonsches 
dynamisches System, (Modell I I ) , das wir als äquivalentes 
1-Körper Problem interpretieren können* 
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VI. Stufenweise Reduktion 
Zunächst st e l l e n wir das. zweite Modell für das Kepler-

problem auf, das auch i n den folgenden Kapiteln als Grund­
lage dienen wird. Modell I I i s t äquivalent zu einem 1-Kör­
per Problem und hat einen 6-dimensionalen Phasenraum* Auf 
Grund bestimmter Konstanten der Bewegung, wird das Problem 
stufenweise reduziert. Die Rotationssymmetrie erlaubt eine 
Reduktion auf 4 Dimensionen. Wegen der Erhaltung eines 
weiteren Vektors können wir dann* auf eine 2-dimensionale 
symplektische Mannigfaltigkeit f Modell IV, reduzieren. In 
dieser 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird dann die Bahn­
gleichung gefunden. 

Die Reduktion auf Grund der Drehimpulserhaltung i s t üb­
l i c h und deshalb leh r r e i c h , weil sie zeigt, wie die Bewegung 
dadurch eingeschränkt wird. Dabei hat man drei unabhängige 
Konstanten der Bewegung, reduziert das Problem aber nur um 
zwei Dimensionen. Die l e t z t e Reduktion, auf das 2-dimensio­
nale Modell IV i s t nicht üblich. Diese Reduktion, zusammen 
mit dem Satz (VI.15*)> i n dem die Bahngleichung gefunden 
wird, dient als weiteres Beispiel der Reduktion und der d i f ­
ferentialgeometrischen Methode. 

(VI.1 .). D e f i n i t i o n [1; (32.4.>] Modell I I für das Kepler 
Problem i s t das Tripel (M,û ,H) mit 
( i ) M = T*U, U = R? - (Ö? 
( i i ) //eE, /A>0 2 

( i i i ) H e ^ ( M ) d e f i n i e r t durch: H(q,p) = ~- . 
Bemerkung ju i s t j e t z t die reduzierte Masse. 
(VI.2.) Satz [1;(32.5.)] (Erhaltung des Drehimpulses) Im 
Modell I I sind die folgenden Größen Konstanten der Bewegung: 
(1^ , L 2 > I i 5 ) := ( q 2 P 3 ~ ^ 3 P 2 ^ 3 p l Ä O - l p 3 ^ l p 2 ^ q 2 p 1 ̂  w o b e i 

q = Ca-] ,q . 2 , C L 5 ) ^ d P = CP^P^ JP J ) sind. 
Beweis Wir betrachten die Lie-Gruppe G = S0(3) von Rotatio­
nen von TR . Der Punkt f 0 f i s t inv a r i a n t , und die Wirkung 
von G auf TR - [0^ i s t die Einschränkung der oberen. Diese 
Wirkung induziert dann eine symplektische Wirkung auf 
T (E - £Ö?) (siehe ( I I . 6 . ) ) , die aus Rotationen im q-Raum, 
U, und den gleichen Rotationen im p-Raum besteht. Betrach­
ten wir zunächst die einparametrige Untergruppe der Drehungen 
um die q^-Achse, mit Wirkung (£> . Dann haben wir e x p l i z i t : 
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$ i (q.>P)/~*(q.q cos^+^sin^, q^os^-q^ sin#, ,p̂  cos£4-p2sin©, 
P2cos<5~p,j sin0,p^ ). Die infinitesimale Iransformation auf M 
i s t also Y(q,p) =- (q,P} q.2 >°>P2>~P-| *°) • Dann i s t 

q-,dp2 + P2dq.1 - a 2
dP 1 - P̂ d(*2 = d ( ^ 2 ~ q2 p1 '> a l s o i s t 

Y ==• (d(q-jp 2 - q2P-| ) 9 also Hamiltonsch, mit Hamilton-
Punktion q^p^ - 0-2̂ 1 ~ ^3* a nderen Komponenten sind 
dann analog. • 
(VI.3.) Lemma Die drei Kovektoren dL^ , dL 2 und dL^ sind 
linear unabhängig für L ̂  0. 
Beweis 0 = c *dL = (c xq_) - dp - ( c x | ) - d q ^ c x q = 0 und 
c,xp = 0. Y/egen q ̂  0 bleiben drei Möglichkeiten: 
(D P = 0 , eil« (2) p fi 0, c l l q , c l l p ^ q l l p ; ( 3 ) p ^ 0 , 
c^p,^c = 0. ( l ) - f ( 2 ) ^ L = 0=»Stoßbahn. (3)=*linear unab­
hängig, ff 
(VI.4.) Lemma Sei (L^ ,L2,L^) wie i n (VI.2.) d e f i n i e r t . 
Dann gelten: 
( i ) = \ mit £i,j,kf = f1»2,3? und zyklisch 
( i i ) Wenn L. und L., i ̂  j , Konstanten der Bewegung sind, 
dann i s t auch L̂ ., i ^ j , i ^ k , j^k, eine Konstante; der Bewegung. 
Beweis ( i ) Es i s t z.B. nach ( I I . 1 4 0 
( l ,L 2^ ~ k(i!l*Jl-^^ = <L,P2 ~ *2*1 ~ V 

1 i=lUqL ± ^Pi <̂ P± H±)
 1 * 

( i i ) Wegen der Jacobi Identität (II.11.) i s t 
((L 1,L 2^,HJ + [ f L ^ H ^ L ^ + [ [ H J L ^ J L ^ - 0. Da I^und L 2 

Konstanten der Bewegung sind, i s t ̂ L2,E^ =• £H,L^ =- 0 und 
somit f l 5 > H ^ = ({L^9L2\9E] - 0. 1 
Bemerkung Wir haben also, von der drei-dimensionalen Gruppe 
SO(3) her, drei Konstanten der Bewegung (Im Gegensatz zu der 
Bemerkung von Abraham £1] , pg, 191, S0(3) wäre zwei-dimensio-
n a l . ) . Dia Tatsache, daß die drei Drehimpuls-Eunktionen be­
züglich der Poisson-Klammer nicht unabhängig sind, stört die 
Reduktionsfrage nicht. Nach (IV.1.) wäre es immer noch mög­
l i c h , um drei Dimensionen zu reduzieren. Aber eine Reduk­
ti o n um drei Dimensionen kann zu keiner symplektischen Man­
n i g f a l t i g k e i t führen. (Eine 2-Eorm auf einer Mannigfaltig­
keit ungeradzahliger Dimension muß ausgeartet sein!) Damit 
gingen alle die aus der symplektischen Struktur folgenden 
rechentechnischen Mögligkeiten verloren, wodurch es als un­
zweckmäßig erscheint, um drei Dimensionen zu reduzieren. 
Wir werden j e t z t sehen, daß eine Reduktion um zv/ei Dimensionen 
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nützlich sein kann. 
(VI .5.) Lemma q-L = p-L = 0. 
Beweis Maxi muß nur einsetztn: q-L = ^ i ^ i = ^ # " 
Bemerkung Die Bahnen von H liegen als&~ln einer Ebene senk­
recht zu L, sowohl im q-Raum als auch im "p-Raum. Da wir ge­
sehen haben, i n (VI.2.), daß eine Rotation im q-Raum und die 
gleiche Rotation im p-Raum ein symplektischer Diffeomorphis­
mus i s t , können wir, ohne Einschränkung der Allgemeinheit, 
annehmen, daß L i n der q^- bzw. p^-Richtung l i e g t . Wir be­
kommen damit Modell I I I . 
(VI.6.) Definition [1;(32.6.)J Modell I I I für das Kepler 
Problem i s t das Tripel (M,u/,H) mit 
( i ) M = I 0R - fO?) mit der kanonischen symplektischen 
Form Wj und L = 0.̂ 2 ~ Q̂ P-i ̂  °* 
( i i ) yu>0 2 

( i i i ) H 6 ̂ (M) d e f i n i e r t durch: H(q,p) = 
2 y 

|-~| i s t die euklidische Norm auf TR . 
Bemerkung Wir können Modell I I I als äquivalentes 2-dimen-
sionales Problem inter p r e t i e r e n . 

Um eine weitere Reduktion zu ermöglichen, benutzen wir 
einen Vektor A, dessen volle Bedeutung erst i n Kapitel V I I . 
e r s i c h t l i c h wird. 
(VI .7.) Defi n i t i o n Im Modell I I I , definieren wir 

A i : = ~ + / 5 " [ p i ( - ( 1 ' p ^ ~ 4 i l p i J * 1 = 1 » 2 L i = a-,P2 ~ 42P-| 
(VI .8.) Lemma ( i ) [A±,R] = 0, (l t H ? = 0 
( i i ) dÂ  und dA2 sind fast überall linear unabhängig 
( i i i ) / q2 \ ("^^o PiPpN 

A A -' - — da, + \ -r-hr ~ - ^ k l o + 

q 2P 2 ) d p i + ( ^ J M , ) d p ; 

Beweis Die Behauptungen folgen direkt aus den jeweiligen 
Definitionen. ü 
(VI.9«) Definition AQ := X(m), wobei m £ M die Anfangsbe­
dingung i s t . 
Bemerkung Wegen (IV.1.) i s t also A (AQ) eine 2-dimensionale 

file:///
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Untermannigfaltigkeit von M. Wir wollen sehen, ob A (AQ) 
auch symplektisch i s t . Wegen (IV.2.) müssen wir nur prüfen, 
ob ^ J j p l ) a-usgeartet i s t . 
(VI.10.) jemaa Sei X ein Vektorfeld auf l" 1 (A ) mit 
X: (q.,p)'-^(q,P,x1 ,x 2,x 5,x 4) . Dann g i l t : 
x 5 = ^ 5 1 x 1 + # 5 2x 2, x 4 = 2T41xl + ^ 4 2 x 2 m i t 

y Af q1 a2 p l M y / ( H l , p l ) 
3 1 L l l a l 5 " 2^ > 3 2 = ^V|qP 2// 
y 4) y J ^ 2 , P1P2 
*41 " ^ 1 ^ 3 " 2^J 4̂2 ^ ^ l l - p + 2^ 
Beweis Da X ein Vektorfeld auf ~A~ (A Q) i s t , l i e g t es im 
Kern von dÂ  und dA2> (siehe (IV.2.)). Das heißt; 
dA^(X) = dA2(X) = 0. Das Resultat f o l g t , durch längere 
Rechnung daraus unter Verwendung der Formel (VI.8.) ( i i i ) . 
(VI. 11.) Lemma 6u|̂ -1 ̂  ^ =• ^^^ciqL^/l dq^ , also nicht aus­
geartet, f a l l s H / 0. 0 

Beweis Seien X,Y Vektorfelder auf.~A~ ( A Q ) . Es i s t dann 
.u/(X,Y) = x ^ 5 + x 2 y 4 - x 5 y T - x ^ = 
f f l ̂ 31 y1 + ^32y2^ + x 2 ^ 4 1 y 1 + ^.2^2^ " 1̂ (^31X-|+ #3 2

x
2) + 

" y 2^41 x1 + ^42x2^ = C-^ 2x 2+2T 4 1x 2)y 1 + ( - ^ x ^ ^ ^ ) y 2 = 
= ( ^ - y ^ H x ^ - x ^ ) = 

= ( ^ ) ^ 1 - x i y 2 ) H A - 1 ( A A ) = ^ / I d q g ^ f ) « 
(VI.12.) Defi n i t i o n Modell IV für das Kepler Problem i s t 
das Tripel (A~1 (A Q) ,(^j-~1 ^ ),H«) mit 

( i ) A (X 0) i s t die symplektische Untermannigfaltigkeit von 
M i n Modell I I I (VI.6.) d e f i n i e r t durch (VI.7.) und (VI . 9 . ) . 

( i i ) H" 6 &(A~\l0)), H» := H|--1^ J mit H i n (VI.6.) an­
gegeben. 2

 0 

(YI.13.) leama H> = -2{\-k\l^k2_^ 

Beweis q ^ + q ^ - q = l [ ( q . p > 2 - |q| 2 |p| 2 ] = 
2 = 2Hlf yKUfzill = -U 2~1 ) H 

q 1A 1+q ?A 2 qpA^q^p 
(VI .14») Defi n i t i o n c o s l : ^ qA > sin0 := -^~ A 

(VI.15.) Satz 
(*\ * / L U-Asinff ^ 



- 24 -

f • • \ Jk L /. . . \ const. 
^ V = —2 * = LAoogg, 

w f (A -1 ) (A ?-q ?A) -(Ap-q PA)H 
Beweis — --— <^ 2 2(q1A1+q.2A2-q.)2 A1 +q2A2~q) 

42 y«H 3q1 /< ( q ^ + q ^ - q ) 

• - a1 41 + ( 12^2 _/L \ (-AslnV 
4 OL ""(/<!/ U-Acos0 

• . q1Ap-q?A1 Cq.-, A ?-q ?A 1) q , , \ 
(sin<P) = coatpcp = - ^ — J - — 1 1

 2 ^ 1 — = M ^ j c o s ^ 

-A m - ^ 2J1 - iL - -qAsinff , dg, +Ad(cosg') 
^ ^ q 2 * da> <P 1-Acosö?^ q ~ 1-Acos<P 

lnq = -In(1-Acoa0) + const. -4 q = T-Ycls<P * 

Bemerkung Satz ( V I . 1 5 . ) ( i i i ) i s t eine Gleichung für die 
Bahn von H im q-Raum. Die Bahn im ganzen Phasenraum von 
Modell I I f o l g t aus der D e f i n i t i o n von Modell IV und Modell 
I I I . Wir v/erden die Bahnen von H und die Integralkurven von 
H ausführlicher diskutieren im nächsten Kapitel, wo sie auf 
einer anderen Weise gewonnen v/erden. 
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V I I . Berechnung der Bahnen von Hl durch einmalige Reduktion 
Diesem Kapitel l i e g t Modell I I (VI.1.) zu Grunde. Wir 

haben schon gesehen, daß der Drehimpulsvektor L eine Kons­
tante der Bewegung i s t (VI.2.). Es gibt aber noch einen 
Vektor, den Runge-Lenz Vektor A, der auch invariant -unter 
der Wirkung von H i s t . Wegen L.-M = 0 sind nicht a l l e s.echs 
Komponenten dieser zwei Vektoren unabhängig. Der Rang der 
Abbildung "Y: JMR6: (q^]i>-^(L,A) i s t a l : ) e r tatsächlich gleich 
5, wie man aus (IV. 1.) und (VII.4*) sieht. Somit i s t es 
möglich, das 6-dimensionale Problem auf eine Dimension zu 
reduzieren, ohne eine Differentialgleichung zu lösen. Die 
Bahnen von H werden, also auf r e i n algebraischer Weise gewon­
nen. Ein weiterer Schritt l i e f e r t dann die Integralkurven 
von E, also die z e i t l i c h e Abhängigkeit. 

(VII.1.) D e f i n i t i o n ( i ) A := -j|p ~ ̂ ZT1 * 
A heißt Runge-Lenz Vektor [2,3,6]. 
( i i ) mr H/O: M := J ^ A . ^ _ ^ 2 
(VII.2.) Folgerung A. = -r-f + - ± 
A2 = 1 + f l 2 H l

 S 

L-A = 1 - 1 = 0 
M2 + L 2 = für H < 0 
M2 - L 2 = |g f ür H > 0 

= iR%A±l = {K,Mß = 0. 
Beweis Die Behauptungen folgen direkt aus den jeweiligen 
Definitionen. 
(Vir.3.) D e f i n i t i o n ( i ) 6i= arccos ,.3 mit 
( Ü ) r i c H P H i i * - L

2 ) . 1 / 2 l f F i i r 

(v) P„ 

Bemerkung O i s t der Winkel zwischen "q und A im Konfigura-
tionsraum. Y/egen L ~ L• L = (q. X p) • (q. x p) = | qj |p) - (q.-p) 
i s t der Winkel zwischen p und A bis auf ein Vorzeichen bes­
timmt. Das Vorzeichen wird i n ( i i ) festgelegt. Wegen 
I r l =• 0 haben wir eine orthonormale Basis: , , * 
und wegen q-L = p-L = 0 iät„t = (0)-^p + (q w ) - ^ - + (^"^T^f 

2 



- 26 -

(VII.4.) Sat, (i) |3| ° / ( l _ i o 0 a ( ) ) 

/ • • \ ^ -LA sin & 
<1:L> (1-AcosS) 
fn4\ +L' cos ^ ( i n ) q„ = ~ ( 1 - A c o a ) 

(v) p JI = sin<S> 
(v i ) Pj_ (A-cos©) 
Beweis Die Herleitung besteht aus einer direkten Berechnung 
aus den Definitionen. Als Beispiel berechnen wir l|J . 
4-1= lq.1 - $ i - ( B * L ) = Iql - JrMaXP), = 131 ~ ß~ 
c o s ( ? = I - ^ t W =» 1 - A o o s & = T W =* 1 4 1 " /*(l-Aco aa) • B 

Bemerkung Aus. den Poisson-Klammer Beziehungen i n (VII.2*) 
f o l g t , das L i und A± hzw. I>± und Ifi^ für H = 0 bzw. H / 0 
Konstanten der Bewegung sindo Damit haben wir c[ und p i n 
(VII.4*) durch einen Parameter £5 angegeben, und somit eine 
1-dimensionale Untermannigfaltigkeit gefunden, die die Bahn 
von H enthalten muß, und somit mit i h r identisch i s t . Die 
Bahn i s t also gleich (L,S)""1 ( L Q ,AQ) nach (IV.1.}. Aus den 
Bahngleichungen i n (VII.4.) sehen wir dann, das die Bahnen, 
p r o j i z i e r t auf den Konfigurationsraum (q-Raum), Ellipsen 
(bzw. Parabeln bzw. Hyperbeln) sind für H< 0 (bzw. H =• 0 
bzw. H>0). Im p-Raum sind die Bahnen Kreise (bzw. Kreis­
bögen) für H<Q (bzw. H 0 ) ; . So erkennen wir auch die geo­
metrische Bedeutung des Runge-Lenz Vektors 2: A zeigt i n 
die Richtung des Aphels und hat eine Länge gleich der nume­
rischen Exzentrizität.. 

Um die Integralkurven von H anzugeben, müssen wir die 
ric h t i g e Parametrisierung finden. Das heißt, wir müssen den 
Winkel 9 als Punktion der Zeit t ausdrücken0 

Die Herleitung von (VII.4*) hängt nicht von der Kons­
tanz von L und A ab. Die angegebenen Pormeln für "4 und p 
sind also immer noch r i c h t i g , wenn L und A nicht konstant 
sind, wie z.B* entlang der Bahnen von M-j , die wir im nächs­
ten Kapitel untersuchen werden. 
(VII.5e) Lemma. Sei c:JR—>M: tt—>(q,-p) eine Integralkurve 
von H und 9 wie i n (VII.3«) d e f i n i e r t . Dann gelten: 
^ Ü = ^O-Acosö} 2 

/. . \ L . +1/ V d6> ( i i ) t = x . . .. -
/* ) (1-Acos©)2* 



- 27 -

Beweis Pur q(J haben wir die Hamilton-Gleichung: 
d f - - e^ii »Ü-J - ̂ p;/ - ̂  ^ d^ dt - A { & ^ } ) ^ 

' cos& \ -ain& . /L 2 |/_-sin_^_ Vda>) /-11 . - , d_ 
da 

dt 
Bemerkung (VII.5 • )• ( i i ) kann man j e t z t direkt Integrieren 
(siehe Ryshik und Gradstein £13 7 Seite 103,106), aber wir 
verzichten darauf, weil die Ergebnisse recht unüberschaubar 
sind. Stattdessen definieren wir einen anderen Winkel. 
(VII.6.) D e f i n i t i o n 

smu : ~ 

cosu := 

vj"l-A2 sin& 
1-Aoos & 
-AH-COS£> 
1 -Aaosfi» 

Bemerkung u heißt exzentrische Anomalie und i s t der Winkel 
zwischen A und dem Schnittpunkt der Ordinate von \ mit einem 
um die Elli p s e gezeichneten Kreis: 

R und T. sind die Brennpunkte 
S i s t der Mittelpunkt 
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( V I L Y O L e - a c o a e - ^ f H j ^ - = 4 = ^ 

1 - Aooqß= .Li—£—I— I ACOSC* 1 + A C O S : U 

Beweis Es f o l g t d i rekt aus (VI I . 6 . ) . 8 
(VII.8.) Satz Sei c:JR—>M: th—>(q,p) eine Integralkurve von 
H und u wie i n (VII.6.) d e f i n i e r t , mit u =0 für t; = 0. Dann 
g i l t : ^ = + L 3 

1-A smu 

Q ig / 0 ( u + Asirni) ( 1 - A 2 ) 3 / 2 

Beweis 2 
O O o 0 - A+cosu . d(cos6). _ -Q-A )alnuü 

älooBÄ = _ s i n , | f ^ KoosaL = - s i n ^ C l _ A c o a . ) ; 2 = 

Ii 
_ /J1 -A2 sinuU 1-A2 \ 2 _A 

jJ\ 1+Acosu /^1+Acosu/ 
(.**) cL(cosS) = ^ (T-A 2) 5/ 2sinu 

dt 1? (1-hAcosu)3 

- = § = ̂  ( ! : i o L d t - C l ^ 2 ) 3 / 2 C i ^ o s u ) d u = 
+ L3 1

 L3 = o ̂  ;0 d(u+Asinu). ̂  t = o ^/ Q(u+Asinu). B 
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V I I I . Diskussion der Symmetrie und der Bahnen von M 
Im letzten Kapitel sahen wir, das es zwei Vektoren g i b t , 

L und A, die Konstanten der Bewegung sind. Erhaltung von L 
hängt bekanntlich mit Rotationssymmetrie zusammen (siehe 
(VI.2.),). Die sechs Komponenten von L und A bzw. "L und l£ 
für H = 0 bzw. H / 0 bilden eine abgeschlossene Lie-Algebra. 
Jetzt taucht die Frage auf: Gibt es eine dazugehörige glo­
bale, Hamiltonsche Wirkung einer Gruppe? Und, wenn j a , wie 
sieht die Wirkung aus, die mit der Erhaltung von bzw. "M 
zusammenhängt? Dazu suchen wir die Integralkurven von A-j 
und M1 . 

Die Differentialgleichungen sind kompliziert, und eina 
unmittelbare Lösung wurde nicht gefunden. Deshalb versuchen 
wir, Symmetrie auszunutzen. Einige Punktionen von L "und M, 
die entlang der Integralkurven von konstant sind, lassen 
sich l e i c h t angeben ( V I I I . 5 • ) • Davon sind aber nur vier 
unabhängig. Gäbe es fünf -unabhängige Funktionen von *L und "M, 
die konstant wären, so wären wegen L-M = Q alle sechs Kompo­
nenten von L und M konstant. Das i s t aber nicht der F a l l , 
wegen £l/Lj ,M2} = ^ 0. Andere Konstanten wurden njrcht ge­
funden. Deshalb war es nicht möglich, das Problem, wie im 
letzten Kapitel, durch Reduktion a l l e i n zu lösen. Eine Re­
duktion auf eine kleinere Dimension wie i n (VIII.2.) scheint 
das Problem nur komplizierter zu machen. 

Es i s t aber möglich, (siehe ( V I I I . 6 . ) ) , alle Komponen­
ten von L und M als Funktion des Integralkurvenpstrameters s. 
auszudrücken. Wegen (VII.4-0 i s t es dann möglich, die Inte­
gralkurven von als Funktion von Q und s auszudrücken. 
Die Abhängigkeit 0(s) i s t hier nicht bekannt, aber das Prob­
lem i s t j e t z t auf eine einzige, gewöhnliche D i f f e r e n t i a l g l e i -
chung erster Ordnung reduziert ( V I I I . 8 . ) . Somit wurde die 
Existenz, für a l l e H,der Integralkurven von Â  bewiesen 
( V I I I .9* )• Weil die Integralkurven als Funktion von s und 
angegeben sind, aber Ö(s.) unbekannt i s t , i s t es hier auch 
nicht möglich, sie Bahnen anzugeben. 

( V I I I . 1 . ) Satz Für a l l e H: 
fo 1 = ( l / ^ ) ( . q 2 p 2 + q^p^ } 
(q.2iA^] = ( l / - ) ( q 2 P 1 - 2o x 1p 2) 
(̂ 5 j-M = Cl/^)(vl 5P 1 - 2q. l P 3) 



- 30 -

{p 2 

( ü 

(% 

fp3 

= (i/kl 3)(-qf - of) + d ^ X p f + pf) 

= O/kPHq.,^). + ( I^)(-P 1 P 2 ) 

A.,} = (1 / I a l 3)(q t a 5 ) + d/^X-P^Pj); 
Pur H ^ 0: / 

V = ±^\HI""3/2("5~L - H0^)Ca 2P 2 + q3P5)j 

= ^ M ' ^ ^ T 2 - H 0 / > ) k 2
p i - 2 (*1 P2>) 

= ± J J | E | - 5 / 2 ( ^ -H(1/^)(q3pl; - 2 d l P 3 ) ) 

^ - * J I I = | - 3 / 2 ^ ( ^ - * 

M1? = ̂ I H I - V . ^ ^ ^ ^ + > ( - P l P 2 , ) j 

-3/2" 
"1? - * 

A 1 /"b \ H / 4 l 1 3 

2 W ' l k i 7 ? 
1( -P I P 3 ) ) ] 

mit -f Zeichen für E<0 und - Zeichen für H>0. 
Beweis Für H < 0: 
{ x 3 , M i ? = ^ . , J | ( - H ) - I / 2 A J = 

- J^C-H)" 5/ 2!^:^ ,H] - H f x ^ A ^ ) , und ähnlich für H>0. 
Einsetzen von ( x A 9 E ] und fx.,A*] aus (11.14) gibt das Ergeb-
ms. • 
Bemerkung Wegen der Eigenschaften der Poisson-Klammer i s t 
qi ! = (d^/ds) = fq^ll-,} - Ly q± (siehe ( I I . 16.) und ( I I . 8 . ) ) . 

Wir haben also hier die Differ$ntialgleichungen für eine Inte­
gralkurve von JfcLj und von A-j • 
(VIII.2.) Lemma Für H / 0 werden die Integralkurven c: IR-—HVL; 
aH>(q,p) von l l j durch die drei folgenden D i f f e r e n t i a l g l e i ­
chungen bestimmt: 

(•rir)- • ̂ N - 5 / 2(^-) 3ff^ * ̂  ( y fr - t 
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M l 

Beweis Man kann sechs neue Koordinaten einführen: q̂  ,p̂  , 
(l / | q l ) > Li > 3 und A-j . Diese sechs. Funktionen sind unabhän­
gig, und drei davon sind konstant, nämlich L̂  , H und Â  • 
Wir müssen also die Differentialgleichungen für q̂  , und 
( l / ) q | ) finden, und als Funktion von den sechs neuen Koordi­
naten angeben. Das f o l g t , etwas länglich, aber direkt aus 
den Definitionen für L̂  , H und A>| , und aus (VII I . 1 . ) . 8 
Bemerkung Dieses Lemma dient nur als Beispiel, und wird im 
Folgenden nicht benutzt. 
(VIII.3.) Satz Seien H, A ±, M± wie i n ( V I . 1 . ) und ( V I I . 1 . ) 
d e f i n i e r t . Dann gelten: 
( i ) Für alle H und ( 1 , 3 , k ) = zyklische Permutation von ( 1 , 2 , 3 ) 

fHL.Lj = 0 ^ L i ' V " L k 
{B,AJ = 0 ( L ^ A . ) = A K 

( L ^ A J = 0 f V V " ^ 2 H ^ > L k 
( i i ) Für H< 0: 
{ M ± , M ^ L k 

( i i i ) Für E >0: 

( i v ) . Für H = 0t 
lA±,Aj = 0 
Beweis, Es fo l g t direkt aus den Definitionen. i 
( V I I I . 4 . ) Folgerung Für B / 0 bzw. E = 0 bilden L und M 
bzw. L und A die folgenden Lie-Algebren: 
( i ) für E<0: Lie-Algebra von 0(4) und Stfl(2)X SU(2) 
( i i ) für H >0: Lie-Algebra von 0(3 ,1 ) 
( i i i ) für H =- 0: Lie-Algebra von 10(3) = 1R5(* 0(3) = euk­
lidische Gruppe i n drei Dimensionen. 
( V I I I . 5.> Satz Für H / 0 bzw H = 0, sei c: IR->M eine Inte­
gralkurve von bzw. A1 . Dann sind die folgenden Funktionen 
konstant entlang c. 
( i ) Für a l l e E; 
L̂  ) Â  y E, -^2^2 "^3^5 

( i i ) Für E <0: 
L?> + M̂ , L 2 + KL2,, MgM̂  - L 2L 5 

0 
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( i i i ) Für H >0: 
l| - M2, - M?,, M2M5 + L 2L 3 

( i v ) Für H = 0: 
, A2» Â  j y H.. 

Beweis Wegen (1.27.) und ( I I . 8 . ) müssen nur die Poisson-
Klammer ausgerechnet werden, z.B. im Fa l l ( i i ) : 
{MgM̂  - L g L j ^ J = M2fM3,M^ + ,1̂ .} - LgfL^,^? + 
- LjfL^KL,} '= M 2(L 2) + M 3(-L 3) - L 2(E 2> - I^C-Mj) = 0. 1 

( V I I I . 6 . ) Satz Für H ^ 0 bzw. H = 0 sei c: 1R-»M: s»-»Ca>£) 
eine Integralkurve von ILj bzw. A.̂  . Dann gelten: 
( i ) FürH<0: L 2 =+C1 c o a C s - ^ ) 

L-3 =+C2coaCs.-^2) 
M2 = _ c

2
s i n ( s - ^ ) 

M3 =+C1s:in(s-^<1;) 
CLXM)1 = iG^/2}a±n2(a^ > - (C 2/2)sin2Cs-^ 2) 
( i i ) Für BE>0: L 2 = +C"3coshits-«^), 

L 3 =+C^cosh(s-«r4) 
IL, = +C^sinhi(s-^) 
E 3 = -Cjsiiüi(a-ê ); 

({LXM)t = (-G3/2),sink2Cs-^)j + (C 2/2)sinh2 ( s - ^ ) 
( i i i ) Für H =• 0: L 2 = -A3a + 

L 3 = +A2s; + Cg 
(L XA) 1 = -CA| + A2)s. - A 2C 6 + A3C5 

wobei ,... ,Cg ,.. . 6 1 die Integrationskonstanten 
sind. ,T 

dL 2 

Beweis ( i ) Wegen ( I I . 8 . ) haben wir ^g— = L^ L 2 = 
= t L 2 t ^ = also M 1 
L2» =. -M3 und M3« = +L 2 =4 L 2 + 11^= C^e 1^"*^ =4 
L 2 = C1coa(s:-oC| ), M3 = sin(s-öCj ) . 
( i i ) Hier bekommen wir: L 2' = -M^ und ' = -L 2 

L 2 + M3 = C3e"^s"^3^, L2, - M3 = C 5e +fe~*3*. 
( i i i ) Wegen Aj' = fA 3 ,A.|.}=0ist A 3 konstant. L 2' = fL 2,A^ = 
= -A3 L 2 = ~A3s + Ĉ . B 

(YIII.7.) Lemma Die Voraussetzungen seien wie i n (VIII.6.) 
Dann gelten: 
( i ) Für H<0: 

( i i ) Für H>0: 

dM ~(M 2L 3 - M3L2> + (,t.XM)1 

da ~ M Ml 

dL + (M 2L 3 - M 3L 2) -(LXM) 1 

ds ~ L L 
dM - ( i x i ) 1 dL 
ds M ' ds ~ L 



Beweis Es i s t z0B. für H<0: 
r2 „ > . a„2 

dM 
ds 

1 _ dM' 
2M Sa" 

= (1/2M)(2M 2(M 2,M 1? + 2M3{M3,M1) ) = ( l / i ) ( ~ M 2 I 3 + M ^ ) . I 

( V I I I . 8 . ) Satz Für H ̂  0 bzw. H = 0 sei o: 3R-̂ M: si~>(q.,p> 
eine Integralkurve von M̂  bzw. A.| und © wie i n (VII.3.) de­
f i n i e r t . Dann gelten: 
( i ) Für H / 0: 

da 

• f r ai: 

1 
4H|H|M'iL:?J 

2(L XM): 
+ coa6> 2 W 3 

HMIi J 
+ cos 2$ 

1 
ML 

+ s:in6cos@ 
r+(LXM). 

2 5 . 
2HL 3J 

( i i ) Für H = 0: 
= (A1 A)Cl-c-oa©)2 + (1/L2) (LXA) 1ain^(2-coaa). 

Beweis Wegen (VII. 4 . ) können wir q und p als Funktion von 
M, L und O ausdrücken. Wegen (V I I I . 6 . ) lassen sich M und L 
als Funktion von a ausdrücken. Die Differentialgleichung 
für ©(s) f o l g t dann aua (VIII . 1 . ) ) . Der Beweis i s t völlig 
analog zu dem von ( V I I . 5 . ) . Wir benutzen hierzu die Glei­
chung für P|| , weil sie die einfachste i s t . Wir skizzieren 
hier den Beweis für H ̂  0: 

ds da L a i n oV 72 da %C0Badä' 

Mit ( V I I I . 7 . ) haben wir dann; 
QS 

Andererseits i s t f f " - = f - - ( i ^ ) d£ M £ dM pjM dM 
ds*M + M*da " M 2 ds * 

mit dem oberen Vorzeichen für H.< 0 und dem unteren für H>0 

= i - 1 ^ 1 - T ^ r X f ) 7 ^ £ x M ) r Aus (VIII.1.) f o l g t 
d_p_ M 
ds "M 2H q 3 

'-IL 

§f^ = +%(LXM), + ̂1 q.uM 
i 5 + 

1 ^/+M1 ^ f l PlP{| 

M<- ' M W ' 2H|ql 3 'vJ^i-Kll- Q 3 X 

Jetzt benutzen wir (VII .4•) und (VII .2.) und den Ausdruck 
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<!-] = q.(|(1/i/L)M1 + q x(l/LM) (L X M>1 , und erhalten: 

= COS.# 

+ coa.% 

ds 
- A i 
u 4H2M2L4J + cos 

sin£cos.£> 

•f ainöcoa © 
2 HL J 2 W 

2 |Hl 
2/x(LXM)1 

+ sin© 

Der Vergleich zwischen (*) "und (**) l i e f e r t das, Ergebnis, f 
(VIII.9 0 Satz Für H / 0 bzw. H = 0 sei L-, ̂  0 ̂  iL, bzw. 

Dann gelten: 1-, ^ o. 
Für a l l e s , 0 Q £ E e x i s t i e r t eine Integralkurve von ( i ) 

( V I I I . 8 . ) ( i ) und ( V I I I . 8 . ) ( i i ) mit ©(s ) = fi> . 
( i i ) Für H / 0 bzw. H = 0 existieren globale Integralkurven 
von ÜL, bzw. A^ • 
Beweis ( i ) Mit Hilf e von (VIII.6.) sieht man, daß die Pun­
ktionen i n ( V I I I .8.) überall s t e t i g und beschränkt sind. 
Daher g i l t der üxistenzsatz von Peano (siehe Kamke £8] Seite 
126). 
( i i ) I n (VII•4.) wurden q und p als Funktion von L, M und© 
angegeben. I n (VIII.6.) wurden L und M als Funktion von s; 
angegeben. Wegen (VIII.8.) und (VIII.9»)(i) e x i s t i e r t die 
benötigte Funktion &(s) • Damit haben wir q_ und p> als Punk-
t i o n des Integralkurvenparameters s. i 
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IX. Stenographische Projektion und globale- SO(4) bzw. 
SO(3,1 ) Symmetrie 

Im quantenmechanischen Pall i s t es möglich, durch An­
wendung einer stereographischen Projektion im Impulsraum, im 
Hilbertraum des H-Atoms eine unitäre Darstellung der Gruppe 
SO (4) als Symmetriegruppe zu konstruieren (siehe. Band er und 
Itzykson [ 3 } ) . Die Methode geht auf Pock zurück. I n seiner 
Diskussion zur Kompaktifizierung des Phasenraums des Kepler-
Problems, gibt Moser L1QJ e i n klassisch mechanisches Anala-
gon dieser Projektion an. Er bildet die Hyperflache kons­
tanter Energie des Phasenraums auf ein Unterbündel des Tan-
gentialbündels der Sphäre S ab. Eingeschränkt auf den Im­
pulsraum i s t diese Abbildung wieder eine s;tereographische 
Projektion. Der Bildraum besitzt also eine besondere Sym­
metrieeigenschaft. Das nutzen wir aus., indem wir, für H<0 
bzw. H >0, die Energiefläche auf ein Unterbündel des langen-
tialbündels einer Sphä,re bzw. eines Hyperboloids abbilden. 
Dadurch wird es möglich, die Differentialgleichungen für die 
Integral kurven von M̂  für H ̂  0 zu lösen. Die entsprechende 
Lösung für H = 0 wurde bis. j e t z t nicht gefunden. 

(IX.1.) De f i n i t i o n ( i ) Für H = K <0: 

So = 
M 2 +**ofi 

IPI 2 ~ 2 H o A 

I p I 2 - 2 H o ^ 

2H 
1o -

Für H = HQ >0t 

?o = 
I P I 2 + 2HQ/< 
I P I 2 - 2 H ^ 

p f 2 ~ 2tt 



lk [ 2 M
 + f p k 

Bemerkung Pur E = H Q>0 haben wir |p|2 - 2EQ# = 2/</jq| > 0. 
Deshalb i s t f ^ 1 und die Transformation i s t auf das obere 
Stück des Hyperboloids. 
(IX.2.) Folgerung ( i ) Für H = K Q<0: 

<lk = (l/-2H o)(\0-.f o) + 5 ^ ) 

( i i ) Für E = E n >0: 

q k = ( i / 2 H 0 ) ( ^ ( i - r 0 ) . + j - k * 0 ) 

(IX.3.) golfiarung BUr H = H Q <0: 

I p I 2 = (-2H 0 /<>(1-^) 

" 2 H0. 
K l 1 -f0 

F«A + i ? k \ = o 

(i i ) ) Für E = E Q > 0: 

2 , _ ^^o 

Kl 1 - f o 



- 37 -

A 1 - *"a*i " 

Bemerkung Pur H<0 bilden die .F-s eine 3-dimensionale 
'5 4-

Sphäre S c E und für H >Q ein Hyperboloid. In beiden Fäl­
len stehen die 7t-s. tangential zu dieser Hyperf lache, und er­
füllen noch eine Nebenbedingung. Die. Energiefläche wird da-

Q 
durch auf einen 5-dimensionalen Unterraum von IR abgebildet, 
der eine kanonische Wirkung der Gruppe S0(4) bzw. S0(3,1) 
be s i t z t . Die Tatsache, daß ein Tangentialraum v o r l i e g t , 
könnte man ausnutzen, um die s.ymplektis.che Struktur zu trans­
portieren. Diesen Weg werden wir jedoch nicht einschlagen, 
w e i l er anscheinend rechentechnisch sehr kompliziert wird. 
Stattdessen werden wir die Differentialgleichungen für eine 
Integralkurve von direkt übersetzen. 
(IX.4.)/ Satz Sei c:B—>M: sf—)(q.,p) eine Integralkurve von 

und 5^, 7t^_ wie i n (IX.1.) d e f i n i e r t . Dann gelten: 
( i ) Für H <0: 

-71. 
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( i i ) Für H > 0 : 

Beweis Der Beweis besteht, i n jedem Falle, aus einer direk­
ten Anwendung der Definitionen und einer längeren Rechnung. 
Y/ie skizzieren den Beweis für ̂  für Hi<0. 

5 0 | P | 2 - 2 H o / ( | p | 2 - 2 H ö / ) 2 ( | p l 2 - 2 B y > 2 

Aus (V I I I . 1 . ) f o l g t : 

Jetzt wenden wir (IX.2.) ; und (IX.3.) an, und bekommen: 
(P-P') = - 2 ^ ( 1 / ( 1 - ^ ) 3 ) ^ ( 1 - ^ ) - ^ ) 
S'0 = 0 / 0 - % ) ) ^ -f 0F, - w B 
(IX.5.)/ Satz Sei c: TR—*H: sh—>(q.,p.) eine Integralkurve von 

und , 7t ̂ wie i n (IX.1.). d e f i n i e r t . Dann gelten: 
( i ) Für H<0: 
j f 0 + i f j = Be~lscos;(?i0+*<) 
f 2 = B 2cos(7? 04^) 
F5 = B 3coa(7? 0+^) 
7t 0 + = B,e~1T*ain(3r0+*) 
7i 2 = B2sin(7;0-i-<2) 
7 l 5 = B3sin(^o+o<^) 
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* 0 = (l / 2)[Be- i ssin ( ^ o + o < ) . + B e + l s s i n ( 7 t 0 ^ ) j 
B, «< 6 <D und B 2, B^, ̂ ' ^ ̂  s i n d d i e Integrationskons­
tanten mit: 
(1) 1 = |B| 2sino<sinö<: + B^sln2^ + B ^ s i n 2 ^ 

(2> 1 = |B| 2cos*:coa* + B2cos2^<2 + B^cos 2^ 

^ 2 = lBl2cosh(2Imp<) + B 2 + B 2 

(3) 0 = |B| 4 + B 4 + B| + 2 |B|2B2coaC2Re^-2tf<2) + 

+ 2 |B|2B2cosC2Re*-2c<5) + 2B 2B 2cos ( 2 ^ - 2 ^ ) 

A1 = (-1/2) |B| 2ainh(2Im^) 
( i i ) Für E > 0 : 
^0 + J 1 = B 0©- scosk^ o +^ o) 

? 0 - £, = B 1e + s c o s h C ^ 0 + ^ ) 

£"2 = B2cos.h.( 0̂+«2) 

3r"5 = B 5c:osh(^ o+^) 

^ 0 + ^ 1 = B oe" Ssinba o+^ o) 

^ 0 = B 1e + ssiu]i{?i 0+^ l) 

7l2 = Besinn (7i0+
ö<2) 

# 5 = Besinn fa0+*5) 

^ 0 = (l/2)[B oe- ssinh(^ o+o< 0) + B 1 e+8sinlift0+«'1 ) ] 

BQ, B 1 , B 2 , B^, ^ , ö<r2, ̂ 6 1 sind die Integrations­
konstanten mit: 

2 2 2 2 

(1) 1 =. BQB1 cosh^cosn^ - BgCOsh ̂  - B^cosh 
2 2 2 2 

(2) -1 = BQB1 ainh^ osiniw 1 - B 2sinh ^ ~ B^sinni 

^ 2 = BoBlCosh:(o<0-^ > - B 2 - B 2 
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(3) 0 = B 2B 2 - B^ - B^ - 2B QE 1B2O0sli(^Hro< |~a^) 4-

- 2B0E1B|cos.h(p<0+^--a><5> + B|B^cosh.C2c^2-2^) 

A1 = (l/2)B oB 1sinh(cx' o-.Q< l ) 

Beweis Die Formeln für , sind die. Lösungen der i n 
(IX.4-0 angegebenen Differentialgleichungen, und die Neben­
bedingungen an den Integrationskonstanten folgen aus den 
Nebenbedingungen i n (IX.30 • " 

2 2 
Bemerkung Wegen j r 0 ̂  1 und f Q - ^ 1 i s t F Q + i\j - 0. 
Dann f o l g t aus (lX.5 0(ü)> daß B ^ 0 und B̂  ̂  0 sind. 
(IX.6.) Zusatg Pur &<0 und H>0 besitzt die implizit© 
Gleichung für =7? (s) i n (IX.5 0 genau eine Lösung. 
Beweis ( i ) Pur H<0 lautet die Gleichung: 

= (l/2)[Be~ l ssin(^ o+^<) + Be + l ssinfa o4-*)J . Für festes, s 
suchen wir also den Schnittpunkt der zwei Punktionen, die 
lin k s und rechts des Gleichheitszeichens stehen. Links 
steht die Gerade durch den Nullpunkt mit Steigung = +1 , und 
rechts steht eine periodische, beschränkte Punktion von 7t Q. 
Polglich e x i s t i e r t zumindest ein Schnittpunkt. Die Ein­
deutigkeit f o l g t daraus., daß die Steigung der Punktion auf 
der rechten Seite immer £ 1 i s t . Wenn S diese Steigung i s t , 
dann haben wir: 
S = (l/2)[Be~ l scos(?t 0+*) + Be + l scos(^ o+^)] 

|S|2 = (1/4)[|B( 2COS(^0-K<)COS(7JO^) + |B|?cos:(^0^)cos(??0+^) + 

+ B 2 e ~ 2 i s c o s 2 ( ? ? o 4 - ^ ) + B2e""2iscos2(??oH-^)J = 
= ( i A ) [ 2 ( f 0 + i f 1 ) ( f o ^ i f 1 > + C T ^ ) 2 4- ( r ^ ) 2 ] = f 2 ̂  1 . 
( i i ) Pur I i >0 lautet die Gleichung: 

7l0 = (l/2)[B oe"" ssinh(7i o 4 - ^ o ) 4- B1 e + s s i n h ( ? i o ^ 1 ) ] . Diesmal 
steht rechts eine Punktion, die sich für ?L>> 0 bzw. 0 
wie e ̂ o bzv/. -e verhält, da B Q ^ 0 "und B̂  ̂  0. Polglich 
e x i s t i e r t zumindest ein Schnittpunkt. Die Eindeutigkeit 
f o l g t daraus, daß. die Steigung der Punktion auf der rechten 
Seite immetr ̂  1 i s t . Wenn S diese Steigung i s t , dann haben 
wir: 
S = (l/2)[B oe~ scosh(?? o^ o) 4- B1 e ^ c o s h ^ ^ ) ] . 
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S2 = Ü/4)[B2e 2 s c o s l i 2 ( ^ 0 + ^ o ) + B 2e + 2 scosh 2(? J o+^ 1) + 

+ 2BoE1coali(?lo+o<'o)cosh.(7io+'Kl )J = 

« 0/4) [ ( f ^ ) 2 + ( f 0 - I , ) 2
 + Hf0^)if0-fS = J 2 ^ 1. 

I n beiden Fällen kann die Steigung den Wert 1 nur für iso­
l i e r t e Punkte annehmen, weil die Funktion analytisch i s t . 9 
(IX.7.) D e f i n i t i o n FürH<0: 

^ ! P k ) c o a r + fe-^jeinT 

y Q : = r , ^ P ) c o s T - ^ ( j ^ - l ) s i n T 

(IX. 8.)/ Folgerung 

.2 ' 3 3 „2 

x k 

f=0 i=0 i=0 ^ n 

Beweis Es i s t eine t r i v i a l e Berechnung. 
(IX.9.) Satz Es gelten: 
( i ) Entlang einer Integralkurve von Ivl̂  : 

x 2 ' = 0, y2« = 0, 
X3» = 0, y3« = 0, 
( i i ) Entlang einer Integralkurve von 1^: 
V - °> V = °> 

x^1 = +x 2, y y = +y g. 
Beweis Der Beweis i s t völlig analog zu (IX.4.) ;, und genauso 
lang• H 
Bemerkung Die analogen Gleichungen für M2, , L 2 und 
bekommt man durch zyklische Vertauschung, Dieser Satz von 
Gleichungen i s t dann sofort integrierbar, und l i e f e r t die 
kanonische Wirkimg von SO(4)• 
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X• Schlußb emerkungen 
Der e r s t e wesentliche T e i l d i e s e r Untersuchung des Kep-

ler-Problems war das Aufsuchen der I n t e g r a l k u r v e n der Hamil-
t o n - F u n k t i o n K. Dies wurde am eleg a n t e s t e n m it H i l f e der 
"maximalen" Symmetrie des Problems durchgeführt. Wegen d i e ­
ser Symmetrie i s t es möglich, d i e Bahnen von H auf einem 
sehr einfachen Weg zu f i n d e n . Die Symmetrie hängt mit der 
E r h a l t u n g des Drehimpulses und des Runge-Lenz Vektors zusam­
men, d i e unter der Poisson-Klammer eine L i e - A l g e b r a b i l d e n . 

Der zweite T e i l war eine, nähere Untersuchung der Sym­
m e t r i e . Wir suchten d i e Transformation, d i e mit der E r h a l ­
t u n g des Runge-Lenz Vektors zusammenhängt, d..h. w i r suchten 
d i e I n t e g r a l k u r v e n von M. Dieses Problem ließ s i c h n i c h t 
wie. das e r s t e lösen, aber das Ausnutzen der Syimnetrieeigen-
s c h a f t war w e s e n t l i c h . Die Energiefläche wurde auf einen 
solchen Raum a b g e b i l d e t , der eine besonders einfache Wirkung 
der gesuchten Gruppe b e s i t z t . Diese " e i n f a c h s t e " oder M ,kan-
onische" Wirkung von S0(4) auf T̂  (S ) war jedoch n i c h t d i e 
gesuchte Wirkung von S0(4)> d i e a l s L i e - A l g e b r a d i e Funk-
t i o n e n L und M h a t . Die m i t t e l s d i e s e r Transformation über­
tragenen D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n für d i e I n t e g r a l k u r v e n von 
M waren aber doch e i n f a c h zu lösen. Eine Abweichung von der 
"•kanonischen" Wirkung von SO (4) i s t d i e "Frequenz" ^ , d i e 
eine transzendente Gleichung erfüllt. 

Der quantenmechanische F a l l (H-Atom) i s t i n v i e l e n H i n ­
s i c h t e n analog zum k l a s s i s c h mechanischen Problem, und wurde 
d i s k u t i e r t , u.a. von Bander und I t z y k s o n C3J• Der Runge-
Lenz Vektor w i r d a l s h e r m i t i s c h e r Operator d e f i n i e r t und 
l i e f e r t mit den VertauschungsbeZiehungen eine D a r s t e l l u n g 
der g l e i c h e n Lie-Algebra wie irn k l a s s i s c h e n F a l l . Durch das 
auf Fock zurückgehende Verfahren w i r d , im Impulsraum, eine 
stereographische P r o j e k t i o n durchgeführt. Die daraus r e s u l ­
t i e r e n d e Schrödinger Gleichung i s t dann, für H. <0, i n e i n e r 
o f f e n s i c h t l i c h e n Weise i n v a r i a n t unter S0(4). Die Sphäre S , 
di e i n der stereographischen P r o j e k t i o n a l s Bildraum v o r ­
kommt, b e s i t z t eine kanonische Wirkung der Gruppe S0(4) 
( R o t a t i o n der Sphäre) d i e dann, eine unitäre D a r s t e l l u n g der 
Gruppe SO(4) erzeugt. Es w i r d noch g e z e i g t , daß d i e s e l b s t -
a d j u n g i e r t e n Operatoren, d i e a l s i n f i n i t e s i m a l e Erzeugenden 
d i e s e r D a r s t e l l u n g dienen, genau d i e Dreh-Impuls-und Runge-Lenz-
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Vektor-Operatoren s i n d . Die Exi s t e n z e i n e r solchen D a r s t e l ­
l u n g der Gruppe hängt eng mit der Exi s t e n z e i n e r g l o b a l e n 
Wirkung der Gruppe im k l a s s i s c h e n E a l l zusammen (siehe Kos-
t a n t [9; (2.10*1 )1. Das; i s t eine Anwendung der " K o s t a n t i f i -
k a t i o n " , e i n Eunktor von der Kategorie der Hamiltonsehen 
Systeme mit Poisson-Klammer Lie-Algebra i n die Kategorie der 
Hilberträume und l i n e a r e n Operatoren mit Vertauschungs-Be­
ziehung L i e - A l g e b r a . 
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