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Abstract:

This paper examines the Kepler 2-body prohblem as an
example of the symplectic differential geometric formulation
of Hamiltonian mechanics. First, the foundations of sym-
plectic differential geometry and the conventional analysis
of the Kepler problem are presented. Then, the S0(4) and
80(3,1) symmetry of the problem and the conserved angular
momentum and Runge-Lenz vectors are discussed. The symmetry
is also discussed globally, and the integral curves of the
Runge-Lenz vector are found.
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Einleitung

Eine physikalische Theorie hat drei Aspekte: 1) einen
physikalischen Geltungsbereich, 2) ein mathematisches Modell
und 3) eine Interpretation. Hier betrachten wir als Gel-
tungsbereich die nichtrelativistische Bewegung materieller
Korper, die zu Massenpunkten idealisiert werden. Als mathe-
matisches Modell wdhlen wir Hamiltonsche dynamische Systeme
auf symplektischen Mannigfaltigkeiten (Definition: (II.25.)).
Die (parametrisierten) Integralkurven eines Hamiltonschen
Vektorfeldes werden dann interpretiert als Bewegungsbahnen
der Massenpunkten. In den iiblichen Lehrbilichern der lMechanik
wird der Name "symplektische Mannigfaltigkeit' nicht ausge-
sprochen, aber viele seiner wesentlichen Ziige stehen schon
da. Somit steht der klassischen Mechanik eine verhgltnis-
maBig reife mathematische Theorie zur Verfiigung, deren
Fahigkeiten diejenigen der iiblichen Formulierung iiberschrei-
ten.

In den letzten Jahrzehnten, hat die symplektische Dif-
ferentialgeometrie Interesse bei manchen Mathematikern er-
weckt, wie bei Abraham [1] nachzulesen ist. Unter anderem
werden globale und qualitative Eigenschaften von dynamischen
Systemen untersucht.

Aber auch unter Physikern ist diese abstrakte mathema-
tische Theorie von Interesse, und zwar im Zusammenhang mit
der Quantenmechanik. Unter Quantisierung verstehen wir den
Ubergang von der klassisch mechanischen Beschreibung eines
Problems zur gquantenmechanischen Beschreibung. Das 1a8%
sich mathematisch so ausdriicken: Quantisierung ist ein ge-
wisser Funktor von der Kategorie der symplektischen Mannig-
faltigkeiten in die Kategorie der komplexen Hilbertriume.
Flir die Punktmechanik gibt es Ans&dtze einer solchen Kon-
struktion (siehe z.B. Kostant [9]), die aber noch nicht bis
zum Vergleich mit dem Experiment bzw. mit den konventionel-
len Methoden der Quantenmechanik gelangt ist. Ein noch wei-
ter gestecktes Ziel widre, den Sachverhalt auf unendlich di-
mensionale symplektische Mannigfaltigkeiten, und damit auf
Kontinuumsmechanik und Quantenfeldtheorie auszudehnen (siehe
Segal [14]). Dann bestiinde die Hoffnung, eine mathematisch
strenge Formulierung der Quantenfeldtheorie zu erhalten. So
wiare es vielleicht moglich, manche von den heutigen Problemen



der Quantenfeldtheorie zu losen.

Das Quantisierungsverfahren wird auch von Mathematikern
erforscht, da es Aussagen iiber mogliche unitire Darstellung
von ILie-Gruppen liefert [9].

Da die symplektische Differentialgeometrie, die fiir den
Physiker von Belang ist, eine nicht allgemein bekannte, ab-
strakte mathematische Theorie ist, schien es ratsam ein
nichttriviales, konkretes Beispiel auszurechnen. So wurde
die vorliegende Arbeit motiviert, in der das Keplersche 2-
Korper Problem in symplektisch differentialgeometrischer
Sprache dargestellt wird. Deshalb enthdlt diese Arbeit be-
sonders viele Beispiele, auch solche, die nicht notig oder
iiblich sind.

Ein Grund fiir das Interesse an dem Kepler-Problem in
den letzten Jahren ist die Untersuchung von "Wicht-Symmetrie"
Gruppen. Das ist eine Gruppe, die die Symmetrie-Gruppe des
Problems als Untergruppe hat, und die noch weitere Gruppen-
elemente besitzt, die H nicht invariant lassen. Somit hat
men eine Situation, die der Hadronenphysik dhnlich ist: eine
"gebrochene" Symmetrie. Man hat Versucht, diesen Sachver-
halt am Beispiel eines bekannten Problems (das Kepler-Pro-
blem) besser zu verstehen. Somit will man die Dynamik durch
Gruppentheorie beschreiben, Ein Problem liegt darin, dall es
im allgemeinen moglich ist, unendlich viele Gruppen anzuge-
ben, die die Symmetrie brechen. Nicht-Symmetrie Gruppen
wurden, quantenmechanisch, von Bacry [2] und Bander und It-
zykson [3] diskutiert, und klassisch mechanisch von Gydrgyi
[6]. (Gyorgyi gibt auch ein ausfithrliches Literaturverzei ch-
nis an.)

In der vorliegenden Arbeit wird zundchst die mathema-
tische Grundlage nach Abrzham [1] dargestellt. Es folgt
eine Diskussion iiber die Rolle, die eine symplektische Form
in der llechanik spielt. Nachdem die Frage der Reduktion auf
eine kleinere Dimension angesprochen wird, wird dann das
Kepler-Problem formuliert. Die iibliche Analyse des Problems
(Impuls— und Drehimpuls Erhaltung, Relativkoordinaten) wird
auch zum groBten Teil nach Abrgham [ 1] durchgefiihrt.

Das Kepler-Problem besitzt eine sehr starke Symmetrie,
die in letzter Zeit in Analogie zur Hadronenphysik disku-
tiert wurde [6]. Diese Symmetrie erlaubt es, die Bewegungs-
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bahnen zu finden ohne eine Differentialgleichung losen zu
missen (Kapitel VII.). Durch die Poisson-Klammer ist es
leicht, eine Darstellung einer Lie-Algebra filir diese Symme-
trie zu finden. Aber damit ist noch nicht gesagt, daB eine
globale Wirkung einer Gruppe existiert, die mit dieser Dar-
stellung einer Lie-Algebra zusammenhidngt. Die Antwort auf
diese Frage lduft darauf hinaus, die Integralkurven der je-
weiligen Vektorfelder zu finden., In Kapitel VIII. wird
dieses Problem auf eine einzige Differentialgleichung redu-
ziert und die Existenz der Integralkurven bewiesen. Fur
Energie ungleich Null werden in Kapitel IX.die Integralkur-
ven auch angegeben. Soweit mir bekannt ist, ist das etwas
Neues.

~ Bekanntlich folgt Drehimpuls-Erhaltung aus der Rota-
tionssymmetrie. Aus der Symmetrie unter welcher Transfor-
mation folgt dann die Erhaltung des Runge-Lenz Vektors (Ap-
hels)? Diese Frage wird auch durch die Angabe der Integral-
kurven in Kapitel IX. beantwortet, obwohl die Transformation
nicht so iiberschaubar ist wie eine Rotation.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Manfred Schaaf fir

die Anregung zu dieser Arbeit danken, sowie fir viele niitz-
liche Diskussionen.



I. Differentialgeometrie

In diesem Kapitel werden einige der wichtigsten Be-
griffe und S&tze der modernen Differentialgeometrie in An-
lehnung an Abraham [1] zusammengestellt, insbesondere:
Mannigfaltigkeit, Tangentialbiindel, Vektorfeld, Integral-
kurve, Liesche Ableitung und &duBlere Ableitung. Vor allem
soll es dazu dienen, den fiir das Folgende notwendigen Stoff
ahzugrenzen und eine Bezeichnungsweise festzulegen. Es wer-
den keine Beweise angegeben. Der Aufbau ist auch sonst sehr
liickenhaft, z.B. beweisen wir nicht, daB das Tangentiglbiin-
del einer Mannigfaltigkeit auch wieder eine Mannigfaltigkeit
ist. Als Lehrbuch erwdhnen wir Abraham [1] und Dieudionné
[4].

Es sei noch darauf hingewiesen, daf alle Begriffe in
diesem Kagpitel schon allein auf Grund der differenzierbaren
Struktur definiert werden konnen. Eine spezielle Struktur
begegnen wir erst im ndchsten Kapitel.

(I.1.) Definition [1;(3.1.»] (i) Sei S eine Menge. Eine
lokale Karte ist eine Bijektion ¢ zwischen einer Untermenge

U von S und einem offenen Unterraum einesIRn, wobei n von @
abhiéngen kann. ZEin Atlas auf S ist eine Pamilie A von loka—
len Karten {(wl,¢ ) 1615 derart, daB

1) 8=UfU, siel 3

2) Fir je zwei (U @ ) (UJ 43) mit U, (\UJ £ J gilt: QXU nu )
ist offen in R™ unng = py¢ 4;11'@ (U;nT.) sowie QT ! sund
bijektiv und C¢*° (d. h belleblg oft d1fferenz1erbari.

(ii) Zwei Atlanten A, and A, sind genau dann dquivalent wenn
A,NA, ein Atlas ist. Eine differenzierbare Struktur S auf S
ist eine Aguivalenzklasse von Atlanten auf S. $= U{h'AQﬁ?
ist der maximale Atlas von.§, und eine Karte (U @)643 heifBt
zuldssige lokale Karte.

(iii) Eine differenzierbare Mennigfaltigkeit ist ein Paar

(s,) wobei S eine Menge ist und 5 eine differenzierbare
Struktur auf S ist.
(I.2.) Definition [13(3.2.)] Sei M eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Eine Untermenge AcM ist genau dann offen,
wenn es fiir jedes acA eine zuldssige lokale Karte (U,®) gibt
mit acU und UcA.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit heifBt n-Mannig-
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faltigkeit wenn es zu jedem acA eine zulidssige lokale Karte
(U,p) gibt mit acU und @O(U)R"™. (Die Dimension ist konstant.)
Eine Mannigfaltigkeit bedeutet in dieser Arbeit eine
Hausdorffsche differenzierbare n-Mannigfaltigkeit mit abzghl-
barer Basis der Topologie.
Bemerkung Die Definitionen von Mannigfaltigkeiten sind nicht
ganz einheitlich. Oft fordert man, daB S ein topologischer
Raum und die Karten Homdomorphismen seien., Hier wird die
Topologie erst von den Karten induziert, aber mit dem glei-

chen Resultat. Was hier maximaler Atlas oder differenzier-
bare Struktur heiBt wird oft Atlas genannt.

(I.3.) Definition [13(3.5.)] ZEine Untermannig’altigkeit
einer Mannigfaltigkeit M ist eine Untermenge BcM derart, dalk
es fiir jedes beB eine zuldsgsige lokale Karte gibt mit der
Untermannigfaltigkeit-Eigenschaft: @: U—»R¥RT und

P(UNB) = O(U)N @R x(03).

(I.4.) Definition [13(3.8.)] ZEine Abbildung f: M—N wobei
M und N Mannigfaltigkeiten sind heifBt Diffeomorphismus wenn
f bijektiv ist und f und 71 0*° sind. Mit D(M) bezeichnen
wir die Gruppe der Diffeomorphismen von M.

Bemerkung Ein Diffeomorphismus ist ein Isomorphismus in der
Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten.

(I.5.) Definition [13(5.1.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit
und meM. Eine Kurve im Punkte m ist ein C' (d.h. einmal
stetig differenzierbare) Abbildung c¢: I—M wobei I ein of-
fenes Intervall in R ist mit 0eIl und ¢(0) = m. Seien c1 und
¢, Kurven im Punkte m und (U,p) eine zuléssige lokale Karte
mit meU. Dann heiBen cy und o tangential zueinander im
Punkte m beszliglich @ wenn ¢?oc1 und @002 tangential zueinander
im Punkte O sind.

Bemerkung (I.5.) definiert eine Aquivalenzrelaiion, die,

innerhalb einer differenzierbaren Struktur, unabhingig von @
ist. DMit [ch bezeichnen wir eine Aquivalenzklasse von Kur-
ven im Punkte m mit Reprdsentanten c.
(I.6.) Definition [13(5.3.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit.
Der Tangentialraum von M in m ist die Menge der Aguivalenz-
klassen von Kurven in m. Tm(M) 1= g[a]m: ¢ ist Kurve in m?.
T(M) 2= égﬁ Tm(M) heiBt Tangentialbiindel von M.

Die Abbildung Tp: THM—M definiert durch’fM([c]m) =m
heiBt Tangentialbiindelprojektion von M,
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Bemerkung T (M) ist in kanonischer Weise ein Vektorraum.
(T.7.) Deulnltlon [15(5.6.)] Sei f: M—N eine ¢! Abbildung.
Dann definieren wir Tf: TM—TN durch T£([c])) —-[foc]f(m).
Tf heiBt Tangentialabbildung von f.

(I.8.) Satz [1;(5.7.)] (i) Seien f: M—N und g: N—K C
Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. Dann ist gef: M—K C
und T(gef) = Tge°Tf.

(ii) Wenn h: M—M die Identitdat ist dann ist Th: TM—TM
die Identitat.

(iii) Wenn f: M—N ein Diffeomorphismus ist, dann ist

Tf: TM—TN eine Bijektion und (T£)”! = T(£1).

Bemerkung Das heiBt, T ist ein Funktor, der Tangentialfunk-
tor. .

(I.9.) Definition [13(6.14.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit
und TM: TM—M ihr Tangentialbiindel. Das Vektorbiindel vcn
r-fach kontravarianten und s-fach kovarignten Tensoren ist
(u) = o5(mn) = \Mori(r) = W Lr+s(3;;;;:13;,Tm,...,T ,R)

1

r-mal \“”§ﬁﬁifg
wobei LF+S den Vektorraum der multilinearen Abbildungen be-

zeichnet und T der zu T duale Vektorraum ist. T (M) heiBt
Kotangentlalbundel und w1rd auch mlt’t : T M—M bezelchnet.
Bemerkung In jedem Punkt meM‘w1rd uber den Vektorraum Tm(M)
die iibliche Tensoralgebra gebildet und dann die Vereinigung
iiber M.

(I.10.) Definition [13(6.15. )] Ein Tensorfeld von Typ (r)
auf M ist ein C° Schnitt von T% (M) ‘S’r(M) bezeichnet die
Menge der C°° Schnitte, zusammen mit 1hrer reeiler Vektorraum-
Struktur. ZF(M) bezeichnet die Menge der C°*° Abbildungen von
M in R zusammen mit ihrer Ring-Struktur: (f+g)(x) 1= £(x) +
g(x), (cf)(x) := c(£(x)), (fg)(X) f(X)g(X). Ein Vektor-
feld auf M ist Element von A(M) : (M) Ein hovektorfeld,
oder differenzierbare 1-Form ist Element von.%’(M) .—ir1(M)
Bemerkung Ein Vektorfeld ordnet also jedem Punkt meM einen
Vektor in T, (M) zZu.

(I.11.) Definition [1;(6.16.)] PFir @: M—N ein Diffeomor-
phismus und'té?Z(M) sei @t := (Td»roto¢’1

(I.12.) Folverung [15(6.17.)1 (1) @ te?r(V)

(i1) @ : fTT(KD—ﬂ?E(N) ist ein linearer Isomorphlsmus.
Bemerkung Der Isomorphlsmus @ induziert in kanonischer Weise
einen Isomorphismus ¢*.
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(I.13.) Definition [13(7.1.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit
und Xe?{(M). Eine Integralkurve von X in mell ist eine Kurve
c: I—M in m mit X(c(A)) = c*(n) := Te(A,1) fir alle »el.
Das Bild einer Integralkurve von X heidt Bahn von X.

Bemerkung c*(A) hingt auch von der Parametrisierung der
Kurve ab, nicht nur von der Bahn. Wenn A Zeit bezeichnet,
dann hat c'(A) die Bedeutung einer Geschwindigkeit.

(I.14.) Definition [1;(7.10.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit
und X ein Vektorfeld auf M, und DyCMXR := f(m,n)eXR: es
gibt eine Integralkurve c: I—M von X in m mit AGI?. X
heif3t vollsténdig wenn DX = IXR. :

Bemerkung Ein Vektorfeld ist also vollstindig wenn jede

Integralkurve auf ganz R fortgesetzt werden kann.

(I.15.) Satz [1;(7.12.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit und
Xe¥(M). Dann gilt:

(i)DfMX@Z

(ii) Dy ist offen in MXR

(iii) Es gibt genau eine Abbildung Fy: Dy M derart, daB die
Abbildung tF»FX(m,t) eine Integralkurve von X im Punkte m
ist fiir alle meM.

(I.16.) Definition [13(7.13.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit
und XeX(M). Dann heiBt Py (I.15.) das Integral von X, und
die Kurve t—ﬁFX(m,t) die maximale Integralkurve von X in m,
Wenn X vollstdndig ist, heil3t Fx der FluB von X.

Bemerkung "FluB8" heiBt bei Abraham [1] "Plow" und beil Dieu-
donné [4;(18.2.2.)] "coulée". PFir geeignetes t ist die Ab-
bildung m—»E (m,t) ein Diffeomorphismus, und wenn X voll-
stdndig ist, 1st EF(- t)s teR? eine einparametrige Gruppe von
Diffeomorphismen. Da c: R—M: th*FX(m,t) eine Integralkurve
von X in m ist, gewinnen wir wegen (I.13.) X durch Differen-

tiation zuriick. Somit wird eine Bijektion zwischen voll-
standigen Vektorfeldern und einparametrigen Gruppen von Dif-
feomorphismen hergestellt.
(I.17.) Definition [13(8.1.)] Sel fe#(M), dann ist
Tf: TM—TR = R<R und T f = TflT Me L(T M, {f(mXR3). Damn
definieren wir df: M—»T (M) durch df(m) := pr,oT f wobei
pT, die Projektion auf den zweiten Faktor bezeichnet. d4df
heiBt das Differential von f.

Pir XeX(M), definieren wir IL,f: M—>R durch Lyf (m)

X
:= df(m) (X(m)) . Lyf heiBt die Liesche Ableitung von f




-5 -

beziiglich X.

Bemerkung Ist {Xigiel ein 3ystem von Koordiﬁatenfunktionen
von M in m, so ist {dXi?ieI eine Basis von Tm(M).

(I.18.) Folgerung [1;(8.2.)1 (i) afe® (M)

(ii) LXfe%M)

(I.19.) Satz [15(8.4.)1 (i) Ly: FM)—F(U) ist eine Deriva-
tion auf der Algebra F(M), d.h. Ly ist R-linear und, fir
£,8cF (M) ILy(fg) = (Iyf)g + £(Lya)

(ii) Wenn c eine konstante Funktion ist, dann ist Lyc = O.
(I.20.) Folgerung (1;(8.5.)] Fir £,geHM) gilt d(fg) =

= (df)g + f(dg) wund c¢ ist nur dann konstant, wenn dc = O
ist.

(I.21.) Satz [1;(8.9.)] Die Menge der Operatoren Ly auf
M) ist ein redler Vektorraum und ein Z(M)-Modul mit
(fLy)(g) = £(Lyg) und ist isomorph zu Z(M) als Vektorrasum
und als %(M)-Modul. Insbesondere: Ly = 0 nur dann, wenn

X =0, und Lpy = £Ly.

(I.22,) Satz [1;(8.10.)] Die Menge aller R-linearen Deriva-
tionen auf‘?(M) bilden einen reellen Vektorraum der als Vek-
torraum isomorph zu ﬁﬂM) ist. Insbesondere: fiir jede Deri-
vation ©existiert genau ein X=Z(M) nit &= Lye

Bemerkung Wegen dieses Isomorphismus ist es mdglich, und
fir manche Anwendungen zweckmifBig, den Tangentialraum als
Menge der Derivationen vonf?%M) zu definieren., (3Siehe z.B.
Helgason, Differential Geometry and Symmetric Spaces, Aca-
demic Press, New York (1962)).

(I.23.) Satz [1;(8.11.)] Seien X,¥eF(M). Daun ist

[Ly,L,] := Iy°L, = Ly°Ly eine Derivation auf F(M).

(I.24.) Definition [1;(8.12.)1 [X,Y]= LyY ist das (ein-
deutig bestimmte) Vektorfeld derart, daB LEX,YJ = [LX,LY].
LXY heiBt Liesche Ableitung von Y beziliglich X, oder Lie-
Klammer von X und Y.

(I.25.) Satz [1;(8.13.)] Der reelle Vektorraum ¥(M) zusammen
mnit der Verkniipfung [-,-] ist eine Lie-Algebra, d.h.

(1) [~,-J ist R-bilinear

(1i) [X,XJ = O fiir alle XeX(M)

(iii) [x,[Y,21] + [Y,[2,x1]1 + [Z,[X,Y)] = O fir alle X,Y,%
eX(1) .

(I.26.) Definition [15(8.18.)] Sei XeX(M). Iy ist der (ein-
deutig bestimmte) Differentialoperator auf J{M) derart, daB
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es auf F(M) mit Ly aus (I.17.) und auf (M) mit Ly aus (I.24.)
identisch ist.

(£.27.) satz [15(8.21.)] Sei teZ(M). Damn ist Lyt = 0 ge-
nau dann, wenn t konstant entlang der Integralkurven von X
ist.

(I.28.) Definition [1;(9.1.)] Sei E eln endlich-dimensiona-
ler reeller Vektorraum. Sel_Qk(E) = IX (EQRL der Viektor-
raum der schiefsymmetrischen k-multlllnearen Abbildungen von
E in R. Ein Element von S&(E) heiBt &uBere k-Form auf E.
Es ist S (E) =R, SO (B) =

(£.29.) Definition [1;(9.2.)] Die alternierende Abbildung
Al TE(E),‘-—)T?{(E) sei definiert durch At :=1_ S  &.o-t

k! o-*E-Sk

wobei Sk die Permutationsgruppe und §,. das Signum von o~ ist.
(I.30.) Folgerung [13(9.3.)]1 A ist eine lineare Abbildung
von T2(E) auf $2°(E) und Ak = A.

(I.31.) Definition [1;(9.4.)] Furcxemo(E) und/?eTO(E) defi-
nieren wir o(/lﬁe-fzk+l(E) durch o(/lﬁ A(‘0<és\;?) Pur o<€-ﬂo(E) =
=R ist aAl=fAX = £F .

(I.32.) Polgerung [1;(9.5.)] Fiiro(é—Tﬁ(E),ﬂeTg(E) und
zéﬂ;(E) geltens

(1) /B = AxAB=aNAB

(ii) Aist bilinear

(iii) «Af= (-1)LFAx

(iv) A N(BAY) = (x/PINY

(I.33.) Definition [1; (9 18.)]
W) = W) = U RS (T ), wif

= w (’r ): wE (M) >N defi-

niert durch qu( )(x) =m & xegl(T M), )?k(M) = die Menge
der Schnitte von wﬁ, und (1) = (M) wna 53 (i) _?’O(M)
=% ().

Bemerkung Wir haben also in jedem Tm(M) die duBere Algebra
definiert und dann die Vereinigung gebildet wie im Falle der
Tensoralgebra.

(I.34.) Definition [1;(10.3.)] J3((M) ist die direkte Summe
der_Qk(M), k = 0,1,2,¢0e, zusammen mit ihrer Struktur als
(undendlich-dimensionaler) Vektorraum und der Multiplikation
/A komponentweise auf S{(11) fortgesetzt. SC(M) heiBt die Alge-
bra der duBeren Differentialformen., Elemente vonj?k(M) sind
k-Formen, und Elemente von S ) =f%*(M) sind 1-Formen.
(I.35.) Satz [13;(10.5.)1 Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann
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gibt es eine Familie von Abbildungen a*(U): 0¥ (U)—=5¥* (v)
(U offen in M), HuBere Ableitung genannt, und kurz mit 4 be-
zeichnet, mit:

(i) 4 ist eine /l-Antiderivation. Das heiBt, d ist R-linear
und fiir «eX(U), FST(U), aEB) = AR+ (=1) xMaf

(ii) Pur feF M) ist af = Af aus (L45%) (1.77)

(iii) ded = O

(iv) d(x|V) = (dx)|V fir VcU offen in M

(I.36.) Definition [13(10.12)] Sei M eine Mannigfaltigkeit,
XeX(M) und we™ 1 (M). Damn definieren wir iw€3p (M) durch
Byw(XyyeeesX) = (k +1)0(X,X) 5000, ). Pir weP (M) ist
iXa):= 0. in'heiBt inneres Produkt von X und w,

(I.37.) Satz [13;(10.13.)]1 Es gelten: iX:_Rk(M)*Uzk-1(M)
und, fir «eﬁk(M);,,é’e-Szl(m), £eR° (M)

(1) iy ist eine /]-Antiderivation

(ii) lex< = fiyex

(iii) ide = LXf

(iv) LyX = iyzdx + diye,

(v) LegX = fLX<><+ df/ll

(I. 38 ) Definition [1~(1O 164)] <weﬁk(M) heiBt geschlossen
wenn dw = O und exakt wenn es e1n<xeﬂ V() gibt mit w= dx.
(I.39.) Definition [1;(9.14.)] Seien E, F Vektorriume,
PEL(E,F) und el (F). @,x€Ty (E) wird definiert durch
¢3*0<(e1 seve yek)} = “(w(e»] )yes .,W(ek) ).

(I.40.) Definition [C1;(10.7.)] Seien M,N Mannigfaltigkeiten,
F: M—N eine ¢° Abbildung, undcueﬁF(N). Wir definieren
Fowt Mow (i) durch Bw(m) = (T_P),ewoP(n). (Siehe (I.39.))
Bemerkung Dadurch induziert eine C¢**Abbildung von Mannig-
faltigkeiten eine entsprechende Abbildung in dem Vektorbiin-
del der &duBeren Formen.




IT. Symplektische Differentialgeometrie

In diesem Karitel wird der Begriff einer symplektischen
Form definiert und die von der symplektischen Struktur ab-
héngenden Begriffe zusammengestellt. Wir definieren: sym~
plektische Mannigfaltigkeit, Poisson~Klammer, Hamiltonsches
Vektorfeld, Hamilton-Funktion, Hamiltonsche Wirkung einer
Lie-Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit.

(IT.1.) Definition [1;(14.1.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit
und we P (M) nicht ausgesrtet (d.h. w(m) ist ein nicht ausge-
arteter Tensor fiir alle meM). Dann definieren wir b:?(M)ﬁ%*(M)
X—xb := iyw und #: ()M A H = pT. |
Bemerkung b ist ein Vektorbiindel-Isomorphismus. Die Situa-

tion ist dhnlich wie bel einer Riemannschen Metrik; statt

eines symmetrischen Tensor haben wir hier einen antisymme-
trischen.

(II.2.) Satz (Darboux) [1;(14.7.)] Sei w eine nicht-ausge-
artete 2-Form auf einer 2n-Mannigfaltigkeit M. Dann ist
dw = 0 genau dann, wenn es zu jedem meM eine Karte (U,®)
gibt mit meU, @(m) = O und

@(u) = (X1 (u),. ..,Xn(u) 1 Y4 (U)yee -,yn(u)) und

w|U = i% ax;/ldy;

(I1.3.) Definition [1;(14.8.)] ZEine symplektische Form
(oder symplektische Struktur) auf einer Mannigfaltigkeit M
ist eine nicht-ausgeartete, geschlossene 2-Form auf M. Eine
symplektische Mannigfaltigkeit (M,uﬂ igt eine Mannigfaltig-
keit M zusammen mit einer symplektischen Form w auf M. Die

durch den Satz von Darboux ausgezeichneten Karten heiBen
symplektische Karten und die Komponentenfunktionen.xi, ¥i

heiBen kanonigche Koordinaten.

(IT.4.) Definition [1;(14.9.)] (M,w) und (N,p) seien sym-
plekiische Mannigfaltigkeiten. Eine C°° Abbildung F: M—N
heiBt symplektisch, wenn Fyp =w. (siehe (I.40.))

(IT.5.) Satz [13(14.14.)] Sei V eine n-Mannigfaltigkeit und
M =17V. Betrachten wir®y: M—V und 7% : TM—IV. Sei

o, €L (veV) ein Punkt in M u.ndc/c_écV ein Punkt in TM iber «_ .

[ ]

. T

3 3 K3 *
Definieren wir & V.T VM-ﬂR. Wo(v"""(v°mv7(“%) und @O.Q’VH

e
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Denn ist 6 €% (M) und w, = -46, ist eine symplektische Form
auf M. -6% undcuo heiBen die kanonischen Formen auf M.

Bemerkung Jede Mamnigfaltigkeit besitzt eine Riemannsche
Metrik, aber nicht immer eine symplektische Form. Der obige
Satz zeigt, dal das Kotangentialbiindel T*V jeder Mannigfal-
tigkeit V, in kanonischer Weise, eine symplektische Form
besitzt.

(I1.6.) Satz [1;(14.16.)] Sei M eine Mannigfaltigkeit und
@: M—M ein Diffeomorphismus. Dann ist @ : T M—T M ein
symplektischer Diffeomorphismus auf I*M beziiglich der kano-
nischen symplektischen Struktur.

(II.7.) Definition [1;(14.23.)] Sei (M,w) eine symplekti-
sche Mannigfaltigkeit und f,g e#(M). Dann definieren wir
Xpt= (a2e M) und die Poisson-Klammer von f und g

f2,87 1= -iy iyw eFHM).

(II.8.) FolgePunf [1;(14.24.)] Sei (M,w) eine symplektische
Mannigfaltigkeit und f,geAM). Dann gilt:

££,69 = -iy iyw = =Ly g = +Ly L. _

(11.9.) Folkerfing [15(T4.25.)18 Fur £_eFi) ist die Abbil-
dung g#——»{fg,gf eine Derivation auf Z(M).

(II1.10.) Folgerung [1;(14.26,)] Seien (M,w) eine symplek-
tische Mannigfaltigkeit und f,ge®(M). Dann gilt:

aft,g3 = far,dg} 1= -[af¥,ag” b

(II.11.) Satz [1;(14.27.)] Der reelle Vektorraum Z(M), zu-
sammen mit der Verkniipfung §-,-3 ist eine Lie-Algebra.
(II.12.) Folgerung [1;(14.28.)] Xep, 3 = -[xf,xg].

(II.13.) Satz [1;(14.30.)] Sei (h,w% und (N,p) symplekti-
sche Mannigfaltigkeiten und F: M—N ein Diffeomorphismus.
Dann ist F genau dann symplektisch wenn F die Poisson-Klam-
mer aller Funktionen erhilt.

Bemerkung Ein symplektischer Diffeomorphismus ist ein Iso-
morphismus in der Kategorie der symplektischen differenzier—
baren Mannigfaltigkeiten. Wir erkennen hier auch den Be-
griff einer kanonischen Transformation. (Siehe H. Goldstein,
Classical Mechanics, Addison-Wesley, Reading, Mass. (1950),
Abschnitt 8-3 und 8-4.) Eine Transformation heiBt kanonisch,
wenn sie die Form der Hamilton-Gleichungen erhglt, und das
gilt genau dann, wenn die Transformation alle Poisson-Klam-
mer Beziehungen erh&dlt. Die Erforschung des mathematischen
modells fiir die klassische Mechanik, (im Hamilton-Formalismus),
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ist also gleichwertig mit der Untersuchung der Kategorie der
symplektischen Marnigfaltigkeiten.
(II.14.) Satz [1;(14.31.)] Sei (M,w) eine 2n-Mannigfaltig-
keit und f,ge/ (). Sei (U,p) eine symplektische Karte (Siehe
(II.3.)). Dann gilt:
{f,g?:—. % (ﬁéﬁ_ﬁé&)

1=1\0%; ¥4 ayiéxi
(II.15.) Definition [1;(16.14.)] Sei (M,w) eine symplekti-
sche Mannigfaltigkeit und XeX(M). Dann heiBt X (global)
Hamiltonsch wenn es ein HeF(M) gibt mit X = X = (am)*.
H heiBt Hamilton-Funktion fiir X.
(IT.16.) Satz [1;(16.12.)] Sei X ein Hamiltonsches Vektor-
feld auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) mit
Hamilton-Funktion H. Sei (V,®) eine symplektische Karte mit
P(v) = (q(v)yeeera,(¥),py(v)yeuu,p (v)). Dann ist eine
Kurve c(t) auf V genau dann eine Integralkurve von X wenn

G(e () = § (e(s) Rile() = - 32 () 1=1,..um

(II.17.) Definition [1;(22.3.)] Sei G eine Lie~Gruppe. Mit
1% bezeichnen wir die Lie-Algebra der Linksinvarianten Vek-
torfelder auf G. Der Tangentialraum zu G im Punkte e, (e

ist Einheit der Gruppe), T.,G ist als Vektorraum isomorph zu

;fG. T,G zusammen mit der durch diesen Isomorphismus indu-
zierten Lie-Klammer Operation heift Lie-Algebra von G und
wird mit,f& bezeichnet,

(I1.18.) satz [1;(22.4.)] Sei G eine Lie-Gruppe und Xed.
Dann ist X vollstandig.

(IT.19.) Definition [1;(22.5.)] Sei FX der FluB3 von Xeza.
Dann heiBt die Abbildung XFﬁEX(e,t) =3 exp(tX) die Exponen-
tialabbildung.

(II.20.) Definition [13;(22.8.)] Sei G eine Lie-Gruppe und M
eine Mannigfaltigkeit. Eine (differenzierbare) Wirkung von

G auf M ist ein Gruppenhomomorphismus @ von G in die Gruppe
D(M) der Diffeomorphismen von M derart, daB die Abbildung
GXM—M: (g,m)>P(g) (m) CCist.

(II.21.) Definition [13;(22.9.)] Sei @: G—D(M) eine Wirkung
von G auf M, x€f, und Xeza mit X(e) = x. Sei F_: GXR—G.der
FluB von X. Dann ist H_: MXR—MN: (m,t)h%@(FX(e,t))(m) =

= $(exp(tx)) (m) ein FluB auf M. Sei Y e¥(il) das (eindeutig
bestimmte) Vektorfeld derart, das Hx FluB3 von YX ist. Dann
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heiBt der Lie-Algebra Homomorphismus @':jh—%?YM): XY, der
infinitesimale Erzeugende von @, und Y heift die infinitesi-

male Transformation von x.

(IT.22.) Definition [1;(22.12.)] (i) Sei § eine Wirkung
einer Lie-Gruppe auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit M.
Dann heiBt @ Hamiltonsch, wenn @' (f;)< fXeX(M): X ist Hamil-
tonsoh}, das heiB3t, wenn jede infinitesimale Transformation
von ¢ Hamiltonsch ist.

(ii) Sei HeHM) und & eine Hamiltonsche Wirkung von G derart,
daB8 H unter $(g) invariant ist fir alle geG. Dann heiBft G

eine Symmetriegruppe von H unter dexr Wirkung‘@.

(IT1.23.) Satz [1;(22.13.)] Sei §: G—D(M) eine Hamiltonsche
Wirkung auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit M und
HeZM). Dann ist H genau dann invariant unter §, wenn

LYH = 0 fiir alle infinitesimale Transformationen YS@'CXG)-
In diesem Falle gilt: Wenn KeZ(M) eine Hamilton-Funktion
fir Y ist, d.h. ¥ = Xp = (dK ¥, dann ist K eine Konstante
der Bewegung (d.h. K ist konstant entlang der Integralkurven
von XH).

(II.24.) Definition Ein dynamisches System ist ein Paar
(M,X), wobei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist,
und X € ¥(U) ein Vektorfeld auf M ist.

(IT1.25.) Definition Ein Hamiltonsches dynamisches System
ist ein Tripel (M,c,H), wobei (M,w) eine symplektische Man-
nigfaltigkeit und H e (M) ist. Wegen X, = ()" e Hu) ist
ein Hamiltonisches dynamisches System Spezialfall eines dy-

namischen Systems.



- 12 —-

ITI. Zur Bedeutung der symplektischen Form

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, daBl eine symplek-
tische Form uns erlaubt, eine Abbildung gl,-gz Qim)xﬁim)»gim)
zu definieren, die eine Lie-Algebra Struktur auf Z{M) defi-
nlert, so daB die dadurch definierte Derivation {; f}
%(M)—ﬁé%m) die Lie-Ableitung L, auf J(M) ist. Diese Abbil-
dung wurde Poisson-Klammer genaﬁnt. In diesem Kapitel wol-
len wir die umgekehrte Richtung betrachten. Wir fangen mit
einer anderen Definition der Poisson-Klammer an, die von
Dirac [5] vorgeschlagen und von Pauli [11] und Jost [7] dis-
kutiert worden ist. Das Kapitel endet mit einer Vermutung
iilber die Griinde, aus denen die symplektische Form filir die
klassische llechanik von Bedeutung ist.

(III.1.) Definition [7] Eine Poisson-Klammer ist eine Abbil-
dung §-, —3 Zu)y X F(M)—>F(1) mit den folgenden Eigenschaften:
fir £, £,, T,y 8, b € HM), ¢ €R:

(a) §£,83 = -§e,f3 € F(u)

(b) §£1+ 2,,8} = {£,58F + {8,583

(c) £2,%,,83 = £,62,,8F + {£,83L,

(a) ff,¢3 =0

(e) ff,fg,,h?? + {g,gh,:f}} + Eh,{f,g?%

(f) Das Tensorfeld A e {fg(m) definiert durch A(df,dg) = {£,8f
ist nirgends ausgeartet.

Bemerkung Die Widerspruchsfreiheit von /A in (f) hingt von
den anderen Eigenschaften ab. Der gemeinsame Name Poisson-
Klammer wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt.
(IIT.2.) Satz (i) Eine Poisson-Klammer (III.1.) erzeugt
eine geschlossene symplektische Form .

(ii) Die mittels w definierte Poisson-Klammer (II.7.)
stimmt mit der aus (III.1.) iiberein.

Beweis (i) PFir den vollen Beweis siehe Jost [T7]. Er zeigt
U.2.y, dall die Jacobi Identitédt genau dann erfiillt ist, wenn
dw= 0 ist, das heiBt w geschlossen. Weil.A.nirgends aus-
geartet ist, induziert es einen Vektorblindel-Isomorphismus
#: ?&(M)’*%{M), und somit ein nirgends ausgeartetes Teasor-
feld aJé‘?g(M) mittelsCU(df*ﬂdgfj = Ef,g?, das wegen (a)
antisymmetrisch ist.

(ii) Bs ist aber w(at?,ag®) = W(XpiX,) = iy w( Xg) =

iy iy w= -iy j w(siehe (II.1.), (.L 36)und (II.7.)). &
g °f Xf “g
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(III.3.) Satz Eine Abbildung §-,-7: #(1)} X FM)—F) ist
genau dann eine Poisson-Klammer, wenn gelten:
(1) Der Vektorraum #(M) und die Verkniipfung {—,—} bilden
eine redle Lie-Algebra.
(ii) §-,g} ist eine Derivation auf der assoziativen Algebra
Hu) .
(iii) Das Tensorfeld A e ?’g(M) definiert durch A(daf,dg) =
= {f,g] ist nirgends ausgeartet.
Beweis "(III.1.)=>(III.3.)(i)"* In (c) nehmen wir £, € R.
Dann ist {f1f2,g§ = f1€f2,gf + €f1,ggf2, aber wegen (d) und
(a) ist {f1,g? = 0, also {f1f2,gf = f1{f2,g?. Also ist
§-,~3 wegen (b) R-linear in der ersten Stelle. Wegen (a)
ist f-,-§ dann R-bilinear. In (a) setzen wir f = g. Dann
ist §£,£3 = -§f,£3, also {£,£f = O fir alle £ e FM). (e)
ist die Jacobi Identitdt. Also bildet die Poisson-Klammer
eine Lie-Algebra.
"(III.1.)=>(III.3.)(ii)"* Wie oben, ist {-,g] R-bilinear,
und wegen (c) eine Derivation auf #(M).
W(IIL1.3.)=>(III.1.)" Wegen R-Bilinearitdat gilt (b). So ist
auch, wegen der Lie-Algebra Eigenschaft 0 = €f+g,f+g? =
= freg,£30 + {frg,adt = §6,£387 + £o,f]08 + §F,80%8 +8g,83¥=
= &(fe,£3 + {£,83)= {£,87 = —{g,£§ so gilt auch (a). (c)
gilt weil §-,g37 eine Derivation auf F{M) ist. Wegen R-Bili-
nearitat gilt: §f,f,,8f = f1§f2,g$ wenn f, € R ist. Dann ist
wegen der Derivationseigenschaft (c), ff1,g? = 0 fir £, €R,
also gilt auch (d). Weil §-,-3} eine Lie-Algebra ist, gilt
auch (e), und (f) ist nichts anderes als (iii). R
Wir sehen also, daB die symplektische Form mit der
Poisson-Klammer Zquivalent ist. Weiterhin ist es bekannt,
daB sich die klassische Mechanik "koordinatenfrei" durch die
Poisson~-Klammer formulieren 188t ("Bewegungs-Gleichungen in
Poisson-Klammer Form"). Wir haben auch gesehen, daB die
Poisson-Klammer nichts anderes ist, als eine Lie-Algebra
Struktur und eine Derivation auf der Funktionenalgebrafﬁim).
Die reellwertigen Funktionen.?im) haben auch eine wichtige
physikalische Bedeutung: sie sind genau die Observablen (be-
obachtbaren GroBen) in der Mechanik. MNittels der symplekti-
schen Form, und zwar durch die Abbildung: (d—)#: Q?M)’?QQM):
fkﬂ(dff# = Xp, erzeugen die Observablen lokale Diffeomor-
phismen (und manchmal globale Gruppen von Diffeomorphismen).
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Wir erkennen also die symplektische Form (bzw. die Poisson-
Klammer) als eine Moglichkeit, die klassische Mechanik "koor-
dinatenfrei" darzustellen, wobel die Bedeutung der Observab-
len als Erzeugende von Transformationen stark zur Geltung
kommt .
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IV. Reduktion auf eine kleinere Dimension

Eine Moglichkeit, ein dynamisches System zu verein-
fachen, liegt darin, ihre Dimensionszahl zu reduzieren. Der
erste Satz dieses Kapitels gibt Bedingungen an, die es ermog-
lichen, eine Untermannigfaltigkeit zu finden, auf die das
System reduzieren 148t, ohne einen Verlust an Information.
Der zweite Satz gibt eine Bedingung an, unter der die Reduk-
tion wieder ein Hamiltonsches dynamisches System liefert.

Wenn die PFunktionen im Satz (IV.1.) eine Symmetriegrup-
pe erzeugen (II.22.), liefert der Satz ein Beispiel fir die
Ausnutzung einer Symmetrie zur vereinfachung des Problems.
Wenn das reduzierte System auBlerdem noch Hamiltonsch ist,
kenn es dann als "dquivalent" zu einem anderen mechanischen
- Problem interpretiert werden.

(IV.1.) Satz [4;(16.8.9.)] Sei Y eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, (fi)1éiér eine endliche Familie von Funktionen
aus ). Sei X i= §x e Y: £, (x) = 0 fur alle i mit 1£isr3.
Seien, fir jedes x € X, die Differentiale (dxfi),léiér
unabhingige Kovektoren in TX(Y)*. Dann gilt:

(1) X ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von Y,
und fiir jedes x € X, T4 (X) ist im Kern von jedem 4=t .

(ii) Es ist also dimX(X) = dimX(Y) - r.

Bemerkung Dieser Satz erlaubt uns, zunidchst ohne Riicksicht

linear

auf die symplektische Form, die Mannigfaltigkeit zu reduzie-
ren, wenn wir solche PFunktionen wie oben haben, und {fi,Hg=O.
Wegen (I.27.) und (II.8.) sind dann die Bahnen von H in der
Untermannigfaltigkeit enthalten. Die Bahn ist also enthal-
ten in der Fldche von konstantem fi, und insbesondere, Wegen
§H,H? = 0 in der Fldache konstanter Energie (Energisfliche).
(IV.2.) Satz Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit
und N eine Untermannigfaltigkeit'von M. Dann ist (N,«w|N)
genau dann eine symplektische Mannigfaltigkeit, wenn u#N
nicht ausgeartet ist.

Beweis Wegen (II.3.) miissen wir nachpriifen, of w|[N (i) an-
tisymmetrisch und (ii) geschlossen ist. (i) Wenn w|N nicht
antisymmetrisch wire, so gibe is X,,X%, € F() mit u(X1,X2) £
# ~w(X,,X,). Aber, wegen Z() < () wire dann wnicht an-
tisymmetrisch, was ein Widerspruch ist.

(ii) Nach Abraham [13(10.9.)] ist & natiirlich beziiglich
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Abbildungen, d.h. Tir F: N—M eine ¢* Abbildung und we 525 (1)
ist Fyw & SP°(N) (siehe (I.40.)) und es gilt: F, (dw) = a(F,w).
Fir N € M eine Untermannigfaltigkeit und i: N—IU die (C*)
Inklusion, haben wir i,(dw) = d(i,w) = (dW)lN = d(w|N), also
dw= 0 = d(w[N) = 0, d.h. wgeschlossen = WIN, geschlossen. B
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V. Keplerproblem und erste Reduktion

In diesem Kapitel formulieren wir das Keplerproblem in
der symplektisch differentialgeometrischen Sprache. Dann
fithren wir die iibliche "Reduktion auf ein &dquivalentes
1-Kdrper Problem" durch, d.h. wir gehen zu Relativkoordi-
naten iber.

(V.1.) Technisches Lemma Sei M = T R® mit der kanonischen
symplektischen Struktur (II.5.). Dann wdhlen wir ai» Py»
i=1,2,...,0 als kanonische Koordinaten (II.3.). Die a;'s

gind die Koordinaten vonﬁﬂn, die global existieren., Da

M= TR = R" x B® ist, existieren auch die p.'s global.
co s . n

Damit ist w = ié; dqi/\dpi

_.n

(i) sei X € () mit X: M—TM: (4,p)~(3,P;X,¥). Dann ist
x¥ = %-a3 -5 a3
(ii) Sei x € ¥ (M) mit « = %' -d4 + 7' -dP. Dann ist
U1z (3,3) (3,555 ,-%")
Beweis (1) Nach (II.1. ) ist X% = Lw= w(X,-) =
(dql/\ ap; )(X,-) = Z (dq; ®dp; -dp;@da;)(X,-) =
1— i=1

= 12 (x;dp; -yidaq).

(ii) Das ist die Umkehruag von (i). |
(V.2.) Definition r13;(32.1.)] Modell I fiir das Kepler Pro-
blem ist das Tripel (M,w,H’) mit

(1) M =1, W= R°XR°) -4, A= {(3,3):34 € R°F mit der
kanonischen symplektischen Form w.

(i1) mx eR, x>0

(iii) H” € %(1) definiert durch:

2 1] 2
HL/‘(‘LG. 'y D,P') = lg/‘u + Jp2 - (o= 1 ol
mit q,q" 6133, P,Dp" e R wna [-| ist die euklidische Norm
auf IRB.

Bemerkung A wird aus M herausgenommen, so daB B dann in
F(11) ist. Xyr ist nicht vollsténdig Tiir jedes m € M, da die
Integralkurve durch 4 laufen kann, (StoBbahn).

(Vo3.) Satz [13(%2.2.)] In Modell I, sind die Komponenten
von P + P" Konstanten der Bewegung. )

Beweis Wir betrachten die Gruppe G = (R°,+) mit Wirkung P



- 18 -

(IL.20.) auf W, definiert durch: ¢(F): (T,3"W—(4+T,3"+%).
A ist invariant unter ¢. Da & ein Diffeomorphismus ist, ist
nach (II.6.) die induzierte Wirkung auf M ein symplektischer
Diffeomorphismus @* mit @*(T) = @(f)*: (4d,3";D,d")
(4+7,3'+739,p' ). Jetzt betrachten wir eine Erzeugende
(5,?0} ngG der Gruppe (lb, als Menge, ist gleich T G, siehe
(I1.17.)). Das dazugehdrige linksinvariante Vektorfeld auf
G ist danmn X € x X(®@) = (¥,T,). Der FluB von X ist dann
By (4,7) =T + tro. Der (durch ¢ ) induzierte FluB auf M ist
dann HX(t,a,ﬁ';ﬁ,ﬁ“) = (Q+t%,,q'+tT,,D,P'). Das dazugehdri-
ge Vektorfeld (infinitesimale Transformation), (siehe (II.21.)
ist also Yy (d,3',B,8") = (3,4',D,0":T(sT(s0,0): Nach (V,1,)
ist dann Y” = (<0)dg. + (-0)ag" + (r )dD + (ro)dp' =

= ro(dp + dp ) = d((ro)(‘ + D')). Es ist also

Yy = (d(ro D + AO ), so daB jede infinitesemale Lrans—
formation Hamiltonsch ist, und somit ist nach (II 224) @
Hamiltonsch., H ist klarerweise invarient unter @ , und da
1«’0-5 + T*P' eine Hamilton-Funktion fir Y, ist, ist
?O-(ﬁ + P') nach (II.2%.) eine Konstante der Bewegung.

Somit ist auch D + P' eine Konstante der Bewegung. B

(Ve4.) Definition ~ .y

q —9--/a L2
’E heiBt Schwerpunkikoordinate und §' heiBt Relativkoordinate.
Bemerkung Damit haben wir 4 —/;deq + ——dq', &3' = dq -dq',
p= pda, p" = dq', B = (#+1)dq, D' = Z£=d4q' wobei m+1 die
Gesamtmasse und vﬂ— die reduzierte Masse ist.

qr s=q - q'

/0(
(V.5.) Lemma ’ﬁ = p + p¥ und heift Schwerpunkiimpuls,
X =);:T(p ~ m#p') und heiBt Relativimpuls,
q=q+ =", Q' =4 - =4,
P = 15/0?’15' p' = 1p/“?p
METE ! M+

go 2?1 !%I2 , 15l 2 1
2 p 2 la=a'[ ~ 201 2//(/«+1) [T

Beweis Es ist eine direkte Berechnung.
Bemerkung Da D = p + YV Elne Konqtﬁnte der Bewegung ist,
P

Coee T _ 1z 1
haben H und H' := H Y = 2M/§u+17 Gl dieselben
Integralkurven bezugllch‘ﬁ' und 4'. Somit kommen wir zu

Kodell IT (VI.1.).

Bemerkung Bei dem Ubergang von Modell I zu Modell II wird
die Dimensionszahl um 6 verkleinert, Dieser {Ubergang ist
nur zum Teil ein Beispiel einer Reduktion auf Grund der drei
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Konstanten der Bewegung und Satz (IV.1.). In der Tat haben

wir eipe Entkopplung: d%g neuen Hamillton-Gleichungen lauten
t

P U . * f\f'

q =,;£T’/§ =0, q° = 7T D = \“vIB. Es sind also Q
t

und P von 4' und P' entkoppelt. 4

Der Phasenraunm ist M = M, X1, mit M, = ROX IRB, M, = (133—{0? )><LR3
H e Fu), H=H, +H, mit

_ l"']2 H ~ ‘5,12 B

17 2(£+15 ’ 27 2u/(pt1) A

Jetzt ist H, (bzw. H2) konstant auf M, (bzw. M1). Wir haben
also um drei Dimensionen reduziert wegen P = 0. Weiterhin

haben wir drei Dimensionen (Schwerpunktkoq;dinaten) auler
Acht gelassen, weil sie trivial sind (Q = EET). Diese Ver-

kleinerung um 6 Dimensionen liefert wieder ein Hamiltonsches
dynamisches System, (Modell II), das wir als &dgquivalentes
1-Korper Problem interpretieren kdnnen.
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VI. ©Stufenweise Reduktion

Zunédchst stellen wir das zweite lodell filir das Kepler-
problem auf, das auch in den folgenden Kapiteln als Grund-
lage dienen wird. Modell II ist Zquivalent zu einem 1-Kor-
per Problem und hat einen 6-dimensionalen Phasenraum. Auf
Grund bestimmter Konstanten der Bewegung, wird das Problem
stufenweise reduziert. Die Rotationssymmetrie erlaubt eine
Reduktion auf 4 Dimensionen. Wegen der Erhaltung eines
weiteren Vektors konnen wir dann' guf eine 2-dimensionale
symplektische lMannigfaltigkeit, lModell IV, reduzieren. In
dieser 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird dann die Bahn-
gleichung gefunden.

Die Reduktion auf Grund der Drehimpulserhaltung ist {ib-
lich und deshalb lehrreich, weil sie zeigt, wie die Bewegung
dadurch eingeschrinkt wird. Dabel hat man drei unabhidngige
Konstanten der Bewegung, reduziert das Problem aber nur um
zwel Dimensionen. Die letzte Reduktion, auf das 2-dimensio-
nale Modell IV ist nicht iblich. Diese Reduktion, zusammen
mit dem Satz (VI.15.), in dem die Bahngleichung gefunden
wird, dient als weiteres Beispiel der Reduktion und der dif-
ferentialgeometrischen Methode.

(VI.1.) Definition [1;(32.4.)] Modell II fiir das Kepler
Problem ist das Tripel (M,w,H) mit

(1) M=r1"U, U =R - {33

(ii) meR, >0

(iii) H e Z(M) definiert durch: H(3,D) = ST W
Bemerkung &« ist jetzt die reduzierte Masse.

(VI.2.) Satz [1;(32.5.)] (Erhaltung des Drehimpulses) Im
Modell II sind die folgenden GroBen Konstanten der Bewegung:
(I'1 ’L2yL3) = (qQPB—QBPg,QBPq"%PB’(1192"(129;] ) wobeil

G = (ay595,95) uwnd B = (p,,p,,Pz) sind.

Beweis Wir betrachten die Lie-Gruppe G = S0(3) von Rotatio-
nen von R°. Der Punkt fOf ist invariant, und die Wirkung
von G auf R -~ é@? ist die Einschriankung der oberen. Diese
Wirkung induziert dann eine symplektische Wirkung auf

T*033 - §07) (sieke (II.6.)), die aus Rotationen im g-Raum,
U, und den gleichen Rotationen im P-Raum besteht. Betrach-

HE 1

ten wir zunidchst die einparametrige Untergruppe der Drehungen
un die gz-Achse, mit Wirkung $*. Dann haben wir explizit:
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@*: (q,i)ke(q1cosG+q2sin9,qzcosé-q1siné,q3,p1cosé+pzsin®,
pzcosﬁ-p1sin6,p3). Die infinitesimale Transformation auf M
ist also Y(§,%) = (4,B545,-9950,DP5y=P1,0). Dann ist

vP= a44p, + Poday = qydpy - P;dqz = d(q1p2 - q2p1), also ist
Y = (a(ayp, - aypq) ), also @ Hamiltonsch, mit Hamilton-
Funktion qQ4Py = QPq = L3' Die anderen Komponenten sind
dann analog. E
(VI.3.) Lemma Die drei Kovektoren dL;, dL, und dLy sind
linear unabhéngig fir L £ O.

Beweis O = ¢-.dL = (8 x3)+dP - (€xD)-di=>¢x3 = 0 und

0. Wegen § # O bleiben drei Mdglichkeiten:

CXP =

(1) P=0,¢clldy (2) B#0,cllg, ellp=allp; (3) P #O,
eHp,oC = 0. (1)+(2)=T = 0=StoBbahn. (3)=1linear unab-

ndngig. B

(VI.4.) Lemma Sei (L1,L2,L3) wie in (VI.2.) definiert.
Dann gelten:
(1) {Li,Lj? = L, mit {i,j,k} = §1,2,3f und zyklisch
(ii) Wemn L, und Ly i # j, Konstanten der Bewegung sind,
dann ist auch Iy, i#j, i#k, j#k, eine Konstante der Bewegung.
Beweis (i) ZEs ist 2z.B. nach (II.14.)
{1,,0,7 = 2 (981 9Ty 9%y o\ = g n g p, = I,.

1242 = - 1P2 = QoPy 3

i=11day JPy  IP; 094

(ii) Wegen der Jacobi Identitat (II.11.) ist
{{LVLZ?,H? + f{L2,H?,L1f + f{H,L@,Lg = 0. Da Lyund L,
Konstanten der Bewegung sind, ist fLZ,Hﬁ = gH,L1§ = 0 und
somit §I;,HJ = §{L,,I,3,Hf = O. &
Bemerkung Wir haben also, von der drei-dimensionalen Gruppe

S0(3) her, drei Konstanten der Bewegung (Im Gegensatz zu der
Bemerkung von Abraham [1], pg, 191, S0(3) wire zwei-dimensio-
nal.). Die Tatsache, daB die drei Drehimpuls-Funktionen be-
ziiglich der Poisson-Klammer nicht unabhingig sind, stort die
Reduktionsfrage nicht. Nach (IV.1.) widre es immer noch mog-
lich, um drei Dimensionen zu reduzieren. Aber eine Reduk-
tion um drei Dimensionen kann zu keiner symplektischen Man-
nigfaltigkeit fithren. (Eine 2-Form auf einer Mannigfaltig-
keit ungeradzahliger Dimension mufBl ausgeartet sein!) Damit
gingen alle die aus der symplektischen Struktur folgenden
rechentechnischen logligkeiten verloren, wodurch es als un-
zweckmédBig erscheint, um drei Dimensionen zu reduzieren.

Wir werden jetzt sehen, daB eine Reduktion um zweli Dimensionen
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niitzlich sein kann.

(VI.5.) Lema G-L = P-L = O.

Beweis Ilan muB nur einsetztn: §-L = Aé% q;L; = 0. ]

Bemerkung Die Bahnen von H liegen alss in ciner Ebene senk-

recht zu'f, sowohl im §-Raum als auch im P-Raum. Da wir ge-

sehen haben, in (VI.2.), daB einec Rotation im G-Raum und die

gleiche Rotation im P-Raum ein symplektischer Diffeomorphis-

mus ist, kOnnen wir, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit,

annehmen, daB T in der Q- bzw. pB—Richtung liegt. Wir be-

kommen damit Modell III.

(VI.6.) Definition [1;(32.6.)] Modell III fiir das Kepler

Problem ist das Tripel (M,w,H) mit

(i) M = T*(RZ - §0?) mit der kanonischen symplektischen

Formw, und I = q,P, = q,P4 # 0.

(ii) meR, x>0 , D

(iii) H e Z(M) definiert durch: H(3,D) = 'g' -
ZE

|-| ist die euklidische Norm auf R°.

Bemerkung Wir konnen Modell III als dquivalentes 2-dimen-—
sionales Problem interpretieren.

Um eine weitere Reduktion zu ermdglichen, benutzen wir
einen Vektor A, dessen volle Bedeutung erst in Kapitel VII.
ersichtlich wird.

(VI.7.) Definition Im Modell III, definieren wir

Q.i '] FENY =2 2 3
Ay = —a--+};[bi(qop) - q; |3 ] » 1=1,2 L= qqpp = 2Py

(VI.8.) Lemma (i) §a,,H3 =0, {1,H} = 0
(ii) dA; und dA, sind fast iiberall linear unabhingig

”.

(iii) qa P5 ~-q,q P, P
s, :(f Ry )dq1 . ( 190 Py 2)dq2 .
M

gl HER
q,P QP4 204D
. ( §<2)dp1 +( oP1 2y 2)dp2
-q,Q PP q2 p2 Q4 Pr=20,D
ah, = ( 2 1'2)dq1 ¥ ( 1> - - )dqz ¥ ( 1722 1)dp1 +
gl v \ql z M

(q1p1)
*A\TE 42

Beweis Die Behauptungen folgen direkt aus den jeweiligen
Definitionen. - B
(VI.9.) Definition Ay := A(m), wobei m € I die Anfangsbe-
dingung ist.

Bemerkung Wegen (IV.1.) ist also’3”1(Kb) eine 2-dimensionale
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Untermannigfaltigkeit von M. Wir wollen sehen, ob'ﬁ_T(KO)
auch symplektisch ist. Wegen (IV.2.) miissen wir nur priifen,

ob wl2-1,~ | susgeartet ist.
(VI.10.) fDemma Sei X ein Vektorfeld auf A (F)) mit
X (a,ﬁ)kﬁ(ﬁ,ﬁ,xj,XZ,XB,X4). Dann gilt:
X3 = U5qXq + Psp¥p, Xy = Upq%q * 0% mit
2 2
q1d,  PqD q p
Y. = A2% 12) #( 1 1)
51 T3R5 T oA 2 =A\7735 *
0> p3 a9,  D4P
5 2 19 P40
A | R
41 =L\ T 2 LT3 t2a

Beweis Da X ein Vektorfeld auf A~ (B,) ist, liegt es im

Kern von dA, und d4,, (siehe (IV.2.)). Das heiBt:

dA1(X» = dAg(X) = 0. Das Resultat folgt, durch lingere

Rechnung daraus unter Verwendung der Formel (VI.8.)(iii). B
H . '

(VI.11.) Leuna uﬂﬁ”1(A ) = Péi)dq1ﬂ da, , also nicht aus-

geartet, falls H £ O.

Beweis Seien X,Y Vektorfelder auf'ﬁ—1(Ko). Es ist dann

w(X,Y) = X4¥3 * Xo¥, = Ez¥y = XY, =

= 351 (.531:}’1*‘3’32}-’2) + XQ(X41y1+U42y2,) = (‘X31X1+532X2) +

= Vo (Xt Yo%) = (S¥p%pt 0y %)y + (=X +05% )y, =

= (3/41 -5/32>(X23’1 —X1y2)’ =

7 A D ot e = H)

= (f%g)(ﬁzy1 X1y2):$“4A "3, T dq1A‘iq2céE &

(VI.12.) Definition Modell IV fiir das Kepler Problem ist
. 2=1 /= TN ' .
das Tripel (& (A@),aﬁA 1(Ao),H ) mit

(1) Z7'(Z,) ist die symplektische Untermannigfaltigkeit von
M in Modell III (VI.6.) definiert durch (VI.7.) und (VI.9.).
(ii) H' e FAT'(X)), B := H|3=1(z y mit E in (VI.6.) an-

gegeben., °

(VI.13.) Lemma H' = ~(4%-1)

2(q 4, +a5h5-q)

Beweisg q1A1+q2A2~q =‘%[Ka'5)2 “l@lzlﬁlzj = =

2 2
2 2HL W(A°=1) _ =(a%-1)
A1 = &2 = H =, _ g
M o1®  2laghqtaphy—q)
a.A,+q,4A QAL —q, A
(VI.14.) Definition cosipzz»—l—%A 2 2, sin@ := _2_%K_1_a

(VI.15.) Satz p
. -« _ [L_\[-Asin
(1) 4= éuq)(1—Acos@)
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s - _ const.
(i) - 2 (1i1) a = 1—-Acos@

/‘

4= 4191+%9 _(;__) (—AsinW )

q “(ra/1-Acos @
. GiA,-0,5A (a14,-a54,)4d
(sin®@) = cosp@ = ! éA C R 22 2 1 =(;L2)cos<$
q A q
= Q= L dg _ § _ ahsin® _ +Ad(cos?)
-/qu' i@ =~ ¢ --ACOSW=§ T 1T-Acos @
const. g

ing = =In(l-Acos®) + const. = q = 1-hoosd

Bemerkung Satz (VI.15.)(iii) ist eine Gleichung fiir die
Bahn von H im g-Raum. Die Bahn im ganzen Phasenraum von
Modell II folgt aus der Definition von Modell IV und Modell
IITI. Wir werden die Bahnen von H und die Integralkurven von
H ausfiithrlicher diskutieren im nidchsten Kapitel, wo sie auf
einer anderen Weise gewonnen werden.,
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VII. Berechnung der Bahnen von H durch einmalige Reduktion

Diesem Kapitel liegt Modell II (VI.1.) zu Grunde. Wir
haben schon gesehen, daBl der Drehimpulsvektor'i eine Kons-
tante der Bewegung ist (VI.2.). Es gibt aber noch einen
Vektor, den Runge-Lenz Vektor A, der auch invariant unter
der Wirkung von H ist. Wegen'ifﬁ = 0 sind nicht alle sechs
Komponenten dieser zwei Vektoren unabhéngig. Der Rang der
Abbildung Vs MfﬂR6:€§,ﬁ}h4(i,ﬁ) ist aber tatsdchlich gleich
5, wie man aus (IV.1.) und (VII.4.) sieht. Somit ist es
moglich, das 6-dimensionale Problem auf eine Dimension zu
reduzieren, ohne eine Differentialgleichung zu l1ldsen. Die
Bahnen von H werden also auf rein algebraischer Weise gewon-
nen. Ein weiterer Schritt liefert dann die Integralkurven
von H, algso die zeitliche Abhidngigkeit.

(VII.1.) Definition (i) % := —%- - P;I’ .
A heiBt Runge-Lenz Vektor [2,3,6].

(ll) Flixr H}[ O: M = iZ‘H‘rA ql pl(a'f)) - qll-f),2
(VII.2.) Folgerung

A° = 1+2§L2 | BT 2
’13-73.‘=LM=0

M2+L2_3§ fir H<0

> o

NOfHN

- L = —ﬁ fir >0

EH,Lj} = {H,4,3 = §H,M3 = O.

Beweis Die Behauptungen folgen direkt aus den jeweiligen

Definitionen. A

(VITI.3.) Definition (i) O:= arcoos——ﬂ——i— mit
TS 0 a1/ [al- 12

(i1) @D = -(l%l 8] - %)

(iii) q := -‘%-m-

(v) au =

-

(v) Py =

(vi) ©py := g—i—{%%l 8

Bemerkung © ist der Winkel zwischen § und A im Konfigura-
tionsraum. Vegen I = 31 = (3xB)-(@x3) = [LI°]3)° - (3-)°

ist der VWinkel zwischen P und A bis auf ein Vorzeichen bes-

timmt. Das Vorzeichen wird in (ii) festgelegt. Wegen
T X

1-A = O haben wir eine orthonormale Basis: lLk’lAY’[LI
und wegen 4-L = p-L = O isk.g (O)lLl + (qU)TKr + (ql

L.
(4l °
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2
(VIT.4.) satz (i) 3l = /((1-Acost9)’
. 2 = _ _=LAsin®
(ii) 9= (1-Acos®)
2
‘s _ +L- cos &
(iii) qy = == (1-Acos )

2 .

. _ +L sin &
(iv) 9L “_ M (1-Acos )
(v) py = —f— sin®
(vi) p, =—:f (A=cos6)

Beweis Die Herleitung besteht aus einer direkten Berechnung

aus den Definitionen. Als Beispiel berechnen wir l@' .

33 = 14l -(;44 (3xT) = lal - li-(@xi»); = -+
2
- 121 L u
cos 0= ;A—r‘- = 1 ~heos@= —rr = W4 = Z=icsseyr

gggerkuna Aus den Poisson-Klammer Beziehungen in (VII.2.)
folgt, das L; und A; bzw. L; und M, fur E = O bzw. H £ 0
Konstanten der Bewegung sind. Damit haben wir g und p in
(VII.4.) durch einen Parameter O angegeben, und somit eine
1-dimensionale Untermannigfaltigkeit gefunden,die die Bghn
von H enthalten muB, und somit mit ihr identisch ist. Die
Bahn ist also gleich (i,K)-1(fo,KO) nach (IV.1.). Aus den
Bahngleichungen in (VII.4.) sehen wir dann, das die Bahnen,
projiziert auf den Konfigurationsraum (4d-Raum), Ellipsen
(bzw. Parabeln bzw. Hyperbeln) sind fiir H<O0 (bzw. H = O
zw. H>0). Im P-Raum sind die Bahnen Kreise (bzw. Kreis-
bogen) filr H<0 (bzw. H= 0). So erkennen wir auch die geo-
metrische Bedeutung des Runge-Lenz Vektors Z: 1A zeigt in
die Richtung des Aphels und hat eine Lidnge gleich der nume-
rischen Exzentrizitat.

Um die Integralkurven von H anzugeben, miissen wir die
richtige Parametrisierung finden. Das heift, wir miissen den
Winkel & als Funktion der Zeit t ausdriicken,

Die Herleitung von (VII.4.) hingt nicht von der Kons-
tanz von T und A ab. Die angegebenen Formeln fir § und B
sind also immer noch richtig, wenn L und A nicht konstant
sind, wie z.B. entlang der Bahnen von M1, die wir im n&chs-
ten Kapitel untersuchen werden.

(VII.5.) Lemma Sei c: R—M: t+(34,P) eine Integralkurve
von H und € wie in (VII.B.) definiert. Dann gelten:
(i) %%A 5(1-—Acoséi)

3
.. t = +L a6ée .
(i3) M 5(1—Acos9)2
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Beweis Fir q, haben wir die Hamilton-Gleichung:
day _ - dH _ pyoy doy 48 Pugy
It _gqll’H?—ap“"/A e dt—/(é(t));‘)

2

L°)d [ cos® dé) _(:_1_ .
(7)d6(1—Acosé)(a"f =T )Sln9

. 2 .

Q._(_..____.._COSé ): ~sin® (L_)/ -sin & _\ae) _ (:l sin & =)
do\1-AcosO (1—Acos@).-2 = Va L(‘I--Ac:osé),’2 dt) I‘)

& S
%"E = ;—%(1-Acos9)»2. 2

Bemerkung (VII.5.)(ii) kann man jetzt direkt Integrieren
(siehe Ryshik und Gradstein [13] Seite 105,106), aber wir
verzichten darauf, weil die Ergebnisse recht uniiberschaubar
sind. Stattdessen definieren wir einen anderen Winkel,

(VII.6.) Definition T S1-—A2 5in®
i T 1-Acos &
.. —Atcos®&
COSU 3= T hicos &

Bemerkung u heifBt exzentrische Anomalie und ist der Winkel
zwischen A und dem Schnittpunkt der Ordinate von @ mit einem
um die Ellipse gezeichneten Kreis:

R und T sind die Brennpunkte
S ist der Mittelpunkt
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J1-22 sinu

A+cosu

(VII.7.) Lemma cos@ = Trioosy sin® = TTAconn
. 2
_ (1=27)
1 = Acos@= 570557
Beweis Es folgt direkt aus (VII.6.). |

(VII.8.) Satz Sei c:R—M: t+—(4§,P) eine Integralkurve von
H und u wie in (VII.6.) definiert, mit u =0 fir t = 0., Dann

gilt: 3
- (1+i2)3/2(w + Asinu)
Beweis |

Atcosu (%) d(cosb) _ -(1-A2)sinuﬁ
1+Acosu at - (1+ACOS-’U.)52

d 6) 36 d ©) - . |
_.g_g._%—s__}. = ‘-'S,lnGE_E" = —%%_S_l_ = I—% Sm9(1-.A0083e);2 =

. % {1-22 sin?) 1-4° |2

- L' 1+Acosu 1+Acosu

(**) gg% S. 2 - _% - s:%nu
L (1+Acosu)

cos@=

(%) = (x%) =

2 3/2 3 ,
< _du _ tx (1-A7) 3 +T, _ _
W= gF = ;% T = dt.-/K(1_A2)3/§(1+Acosu)du =
+17 +I0

= ~ d(u+Asinu) = t =
/(1—A2)3/2 (u+Asinu) ‘/(1—A

2)3/2(u+Asinu). B
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VIII. Diskussion der Symmetrie und der Bahnen von i}

Im letzten Kapitel sahen wir, das es zwel Vektoren gibt,
T und %, die Konstanten der Bewegung sind. Erhaltung von I
héngt bekanntlich mit Rotationssymmetrie zusammen (siehe
(VI.2.)). Die sechs Komponenten von L und A bzw. L und M
fiir H= 0 bzw. H # O bilden eine abgeschlossene Lie-Algebra.
Jdetzt taucht die Frage auf: Gibt es eine dazugehdrige glo-
bale, Hamiltonsche Wirkung einer Gruppe? Und, wenn ja, wie
sieht die Wirkung aus, die mit der Erhaltung von A bzw. M
zusammenhéngt? Dazu suchen wir die Integralkurven von A1
und M1.

Die Differentialgleichungen sind kompliziert, und eine
unmittelbare Losung wurde nicht gefunden. Deshalb versuchen
wir, Symmetrie auszunutzen., Einige Funktionen von'ﬁ“und'ﬁ,
die entlang der Integralkurven von M1 konstant sind, lassen
gich leicht angeben (VIII.5.). Davon sind aber nur vier
unabhingig. Gdbe es fiinf unabhidngige Funktionen von T und Eﬁ
die konstant widren, so wiren wegen'ffﬁ = 0 alle sechs Kompo-
nenten von L und T konstant. Das ist aber nicht der Fall,
wegen SM1,M2? = M # 0. Andere Konstanten wurden nZcht ge-
funden. Deshalb war es nicht méglich, das Problem, wie im
letzten Kapitel, durch Reduktion allein zu lésen. Eine Re-
duktion auf eine kleinere Dimension wie in (VIII.2.) scheint
das Problem nur komplizierter zu machen.

Es ist aber méglich, (siehe (VIII.6.)), alle Komponen-—
ten von T und M als Funktion des Integralkurvenparameters s
auszudriicken. Wegen (VII.4.) ist es dann mdglich, die Inte-
gralkurven von M1 als Funktion von € und s auszudriicken.

Die Abhingigkeit &(s) ist hier nicht bekannt, aber das Prob-
lem ist jetzt auf eine einzige, gewdhnliche Differentialglei-
chung erster Ordnung reduziert (VIII.8.). Somit wurde die
Existenz, fiir alle H,der Integralkurven von A1 bewiesen
(VIII.9.). Weil die Integralkurven als Funktion von s und
angegeben sind, aber ©(s) unbekannt ist, ist es hier auch
nicht mdglich, sie Bahnen anzugeben.

(VIII.1.) Satz Fir alle H:

tays493 = (1) (9ppy + azps)
fanst.3 = (1/+) (appy = 2q4D5,)
{a5,4,3 = (1/%) (azp, - 2q,p3)
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0108 = (1/121°) (=5 = a§) + (140 (05 + »5)
(o5,8,3 = (1/1a1%)(ay05) + (1) (=p,D,)

{p5040 = (1/1a17) (aya5) + (1/4) (=p4p5)
(ii) Fur H £ O: (1p1

{q1 ’M_“i = tSZZ \H‘ "'3/2

: A .
€q2’M12 = i\%lHI—B/z("Jé‘p_a —H(1//‘)(Q2p1 - 2Q1p2))
)

A
fos 03 = £]5 Bl -2/2(212 “H(1/4) (450, = 24,P5)

((p1 ’Mﬁ _ +J;!HI -5/2[2 (

-H(Téu)(qQPg * 3P )‘:)

2 2
a5+q
1)_H('l—2('52+—(p g))]

§0, 410, = £ |l "B/Zl-z-l(—l—;i%) -Hﬁlﬁz 1( =P, b,)

)
(o] = 2l /2 () a1+ Leonys)]

Tal?

1.0

mit + Zeichen fiir H<0 und - Zeichen fiir H>O0.
Beweis PFur H<LO0:

{Xj,Mi? = {Xj{y%(—H)-1/2Ai; =
= By (172 (- 2 (=) g 1 S (ECR)T 2 47 =

= [A&(- H)_B/Z(——}Z& JH] - H 3TN 2> , und Ahnlich fur H> 0.
Einsetzen von {Xﬁ,H? und {x YA, K aus (II.14) gibt das Ergeb-
nis. |
Bemerkung Wegen der Eigenschaften der Poisson-Klammer ist

a; ' = (dqy/ds) = gqi,u1} = Ly q; (siehe (II.16.) und (II.8.)).
Wir haben also hier die Differ¢ntialgleichungen fiir eine Inte-
gralkurve von M1 und von A1.

(VIII.2.) Lemma PFir H # O werden die Integralkurven c: R—M:
s (d,p) von M, durch die drei folgenden Differentialglei-
chungen bestimmt:

aq' = r|H|‘3/2[ (2 + Hqﬁ (lQ.l + Ay o+ 2Hq1)2]
Pyt = FIH‘-B/‘Q[(I ql>3(—A12q1 ~Hq12> - h( L +28 -;1.-)]

) =) )



Beweis Man kann sechs neue Koordinaten einfiihrens qq 9P
(1/1al), Ly, Bund A,. Diese sechs Funktionen sind unebhin-
gig, und drei davon sind konstant, ndmlich L1, H und A1.

Wir miissen also die Differentialgleichungen fiir Qs Py und
(1/)al) finden, und als Funktion von den sechs neuen Koordi-
naten angeben. Das folgt, etwas lidnglich, aber direkt aus
den Definitionen fiir L,, H und A,, und aus (VIII.1.). |
Bemerkung Dieses Lemma dient nur als Beispiel, und wird im
Folgenden nicht benutzt.

(VIII.3.) Satz Seien H, A,y M; wie in (VIele) und (VII.1.)
definiert. Dann gelten:

(1) Pir alle Hund (i,j,k) = zyklische Permutation von (1,2,3)

§H,L,3 = 0 1,053 = Iy

zﬁ,Aiz =0 {L 7y 3 = Ay
{Li 44§ = 0 {Al,A § = (-2H/0)Dy
(ii) Pir H<O:
f, M. =

1 d +
g (Lo ) ( -1.1) § =(L—M)

2 /g

{(mn) ( -M) ; _ 6
(iii) Plir H >0:
EMl,M }=-I,
(iv) Pir H = O:
fAi,Aj? =
Bewels Es folgt direkt aus den Definitionen. |

(VIII.4.) PFolgerung Fir H# O bzw. H= 0 bilden T und I
bzw. L und 4 die folgenden Lie-Algebren:

(i) fir H<0: Lie*Algebra von 0(4) und SU(2)X SU(2)

(ii) fiir H>0: Lie~Algebra von 0(3,1)

(iii) fir H = 0: Iie-Algebra von I0(3) = JR3Q? 0(3) = euk-
lidische Gruppe in drei Dimensionen.

(VIII.5.) Satz PFir H# O bzw H = 0, sei c: R—M eine Inte-
gralkurve von M1 bzw. A Dann sind cdie folgenden Funktionen
konstant entlangc.

(i) Pur alle Hs
L1, A1, B, L1.12
(ii) PFur H<O0:

2 2 2 Z

1.

+ L5M3
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(iii) PFir H >0:
L3 -M%, L% - U5, MMy + I,L
(iv) Fir B = O:
A19 AZ.’ A'f,s L19 H.
Beweis Wegen (I.27.) und (IIL.8.) miissen nur die Poisson-
Klammer ausgerechnet werden, z.B. im Fall (ii):
MMy = LpLs M 7 = MyfM, M3 + Ma{M, M, - L {LB,M? +
- L3(L2,M13 = My (L,) + My (-Ig ) = L,(,) = L3(-M ) =0. &
(VIII.6.) Satz Fur # # o bzw. H= 0 sei c: R—M: s+—(4q,B)
eine Integralkurve von Mﬁ bzw. A1. Dann gelten:
(i) PFir H<O: L, =+C1cos(s - )
Ly =+C2cosés—u2)
M, = sin('s-dz)'
M -+C131n(s—a')
(L><M) (02/2)Sln2(8—aﬁ) - (02/?)81n2(s-x )
(ii) Fur E>0: I, +03008h(s-a')

L5 =*C4co§h(s-a%)
U, = +C4sInb(s-o%)
M, = -03s1nh(s-§3x

3
(Lxu), = (-c%/z),sinhz(gs,-o%),» + (;‘ci/z);sinnz(s-udr)_.
(iii) Puir E = O: L, = —Azs + 05 :
L3 = +A23 + 06
wobed C1,...,C6,u1,...,x4 e R die Integratlonskonstanten
sind .

dL
Beweis (i) Wegen (II.8.) haben wir == = L, L, =
LeWelLs ds XM 2
= §L,,M,3 = -M,, also
271 E i(s~x )
Ly' = -liz und M -+L2—9L + iMy = Cye 1/ =
L, = C1cos(s-«1), = C 81n(s-x1)
(ii) Hier bekommen wir: L' = —M3 und Mz' = -L, =
-(s-x) %

) +(g—az]
(111) Wegen Ay' = {AB’A }01st Az konstant. L,' = fL2,A1f
3 = L = Ajs + 05
(VIII Te) Lemma Die Voraussetzungen seien wie in (VIII.6.)
Dann gelten:

~(M,Ly = M;L,)  +(T XH)
S oo _ ~GDs - MsTp) (D XH),
(i) Fir H<O: is = T = i
aL _ +(pLy =~ MzL,) . -(LxH),
ds i = 7
i —(Lxm)1 4L —(Lxm)1

(ii) Pir H>O0:

ds M’ ds T



- (L x1)
N A 1
(1ii) Pir H= 0: 35 = T
-
e G W
Beweis Bs ist z.B. Tur H<O: G = oy G- = {003

(1/'>m)({M i3+ {uIZ,M1? + {M M3 ) =

(1/21:4)(21.1 {M2,M ! + 21@5&13 ,M1}) = (1/M) (—M2L3 + ML 5). N
(,VIII 8.) Satz Pir H # O bzw. H= 0 sei c: R—M: sr—a(q,p),
eine Integralkurve von M1 bzw. A1 und © wie in (VII.3.) de-
finiert. Dann gelten:
(i) PFur B # 0O:

N ek | E““ Y o | Y,

e = [ZE]EIE——i] +cosé[; -T%T--ez] + cos 8[2HL3‘ +
2(L><M)1 +(L><M)1

+ sané{ 2lHl ML2 ] + sinécos® ——jg§—~-].

(ii) PFir H = O:

€ = (4,/1)(1-c0s6)® + (1/12) (L x1),2in6(2—cos6).

Beweis Wegen (VII.4.) konnen wir g und P als Funktion von
i, T und © ausdriicken. Wegen (VIII.6.) lassen sich M und T
als FPunktion von s ausdriicken. Die Differentialgleichung
fiir ©(s) folgt dann aus (VIII.1.). Der Beweis ist vollig
analog zu dem von (VII.5.). Wir benutzen hierzu die Glei-
chung fiir p;, weil sie die einfachste ist. Wir skizzieren

hier den Beweis fir H # O:

20 - & (foins) = % B koot

ds dal\L ds”’
Mit (VIII.7.) haben wir dann:

(*) SBu = (-u/1”) (T xT0), 5106 - (4/L)cosolZ.

its isb SRU - g__(‘p_-_.ﬁ) @p_M p,af _ B au
Anderergeits ist s = ST M N'as 5

M s

.ot B.AE _ 3, _ (-a—, _i-(_q1)()
Es ist M I5 = I {M.M1f = (1/M) +(p)<L)1) = = (4, a] ﬁ#
mit dem oberen Vorzelchen fir H< 0 und dem unteren fiir H> 0.

2 T a
dpy _ dp M +/ _ 2 > > ¥ RU .
R ( ‘11 QLu [o] 1, _ Pﬁ’“) =
ds I o IO(5 Hl /,uT M
dpy

IoF

- - q“M +M a4q D. D
== +E§(LXI‘£),‘ +Ij’fll1l + 3 (ul1l L g- (’
M ! 2K gl 3 sia lql M

Jetzt benutzen wir (VII.4.) und (VII.2.) und den Ausdruck
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a; = qy (1ADDM, + o (1/1M) (L xT),, und erhalten:

M M
) g - 9[ /ﬁ“:m] * 00329[ s ]

1] 2 (Lxm)
+ co0s © H 41| + sinécosg[‘zﬁ;l M . ] N
2HL L M

(L xM) -/u(LxM)1
4+ sinBcos é —-—-———“— + 811’19 —-—3———— .
L

Der Vergleich zwischen (¥) und (**) liefert das Ergebnis. §
(VIII.9.) Satz Pir H# O bzw. H = 0 sei L, £ 0 # ¥, bzw.

L, # 0. Dann gelten:

(i) Fiur alle 8,1 6, €R existiert eine Integralkurve von
(VIII.8.) (i) und (VIII.8.)(ii) mit €(s ) = &,.

(ii) Fuir H #£ 0 bzw. H = O existieren globale Integralkurven
von Mﬂ bzw., A1

Beweis (i) Mit Hilfe von (VIII.6.) sieht man, daB die Fun-
ktionen in (VIII.8.) iiberall stetig und beschrinkt sind.
Daher gilt der Existenzsatz von Peano (siehe Kamke [8] Seite
126) .

(ii) In (VII.4.) wurden g und P als Funktion von L, M und®
angegeben, In (VIII.6.) wurden L und I als Funktion von s
angegeben., Wegen (VIII.8.) und (VIII.9.)(i) existiert die
bendtigte Funktion ©(s). Damit haben wir § und p als Funk-
tion des Integralkurvenparameters s. &
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IX. Stereographische Projektion und globale S0(4) bzw.
S0(3,1) Symmetrie

Im quantenmechanischen Fall ist es moglich, durch An-
wendung einer stereographischen Projektion im Impulsraum, im
Hilbertraum des H-Atoms eine unitdre Darstellung der Gruppe
S0(4) als Symmetriegruppe zu konstruieren (siehe Bander und
Itzykson [3]). Die Methode geht auf Fock zuriick. In seiner
Diskussion zur Kompaktifizierung des Phasenraums des Kepler-
Problems, gibt Moser [10] ein klassisch mechanisches Anala-
gon dieser Projektion an. ZXr bildet die Hyperfliche kons-
tanter Energie des Phasenraums auf ein Unterblindel des Tan-
gentialbilindels der Sphire S5 ab. Eingeschrénkt auf den Im-
pulsraum ist diese Abbildung wieder eine stereographische
Projektion. Der Bildraum besitzt also eine besondere Sym-
metrieeigenschaft. Dasgs nutzen wir aus, indem wir, fiir H<O
bzw. H>0, die Energiefléache auf ein Unterblindel des Tangen-
tialblindels einer Sphire bzw. eines Hyperboloids abbilden.
Dadurch wird es mdglich, die Differentialgleichungen fiir die
; Tir B # 0 zu losen. Die entsprechende
Losung fiir B = 0 wurde bis jetzt nicht gefunden.

Integralkurven von M

(IX.1.) Definition (i) PFir H= H.O<O:

_ lp,2 +2Ho/“
S0 = ol & ~2E, u
3 _‘—2 —2H0“pk
k= ‘pl‘? - 2&0/"
-J:?HT N
R = SpE D)

(ii) Puir H = q3, >0z

§k =
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p| ® - 2H,
}(1«: = “( 2 /u)qk + _(9/_&2_21)1{

Bemerkung Fir H = E_ >0 haben wir |pl® - 2Hou = 24/ lal >o.
Deshalb ist f‘o 2 1 und die Transformation ist auf das obere
Stiick des Hyperboloids.

(IX.2.) DPolgerung (i) PFuir H=H_ <O:

o
3
Py = —S-QHQ/”A—:%’—)

o)

(1/—2&0);(%1{(1—4.%): + E’kizo)

B
I

(ii) Pur H = H_ >O0:

(1/28) (2 (1=£) + §.2)

Il

(IX.3.) Folgerung (i) PFir H = B, <0:

1+ &
51% = (oo 52 )
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= §Eh1 - f}%o
—_ 2 =
é1§k
%o = Z60 = O
2 [

Bemerkung PFir H<O bilden die §-s eine 3-dimensionale
Sphare Sjcim4 und fiir H >0 ein Hyperboloid. In beiden F&l-
len stehen die Z-s tangential zu dieser Hyperflidche, und er-
fiillen noch eine Nebenbedingung. Die Energiefliche wird da-
durch auf einen 5-dimensionalen Unterraum.von]R8 abgebildet,
der eine kanonische Wirkung der Gruppe SO0(4) bzw. S0(3,1)
besitzt. Die Tatsache, daB ein Tangentialraum vorliegt,
konnte man ausnutzen, um die symplektische Struktur zu trans-
portieren., Diesen Weg werden wir jedoch nicht einschlagen,
weil exr anscheinend rechentechnisch sehr kompliziert wird.
Stattdessen werden wir die Differentialgleichungen fiir eine
Integralkurve von M1 direkt libersetzen.

(IX.4.) Satz Sei c¢: R—M: s—(G,D) eine Integralkurve von
My und &, 2 wie in (IX.1.) definiert. Dann gelten:

(i) TFiur H<O0:

7 =+§‘;-7zo(7?z—§1.:) S TR A
5 =S (e] = ch
R I
7 = 7?%1?0:?77*5(7?-%) =t 7
O R (- I Y
n, = + 2(7%_:) -+ &N
o5 e
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(ii) Pir H>O0:

AR N =3 B
g = - -7, (.7-2}'?) Y
F, = —712(,{0) - i N
5 = - (B = N

. - M4 ’
2 = ’7"_?:_:“}77-£(7-5> = -7, + 5.7

' P
?2’ = —)70 "g‘._,(-?‘_—g_:— = —7{0*‘{7%

( N4 !
721 = —i(‘7\£> = 'f§’2)7°

/ n : /
7= - 6] = 57

Beweis Der Beweis besteht, in jedem Falle, aus einer direk-
ten Anwendung der Definitionen und einer ldngeren Rechnung.
Wie skizzieren den Beweis fir & fiur H<O.

ppopny _ (Iel% + 280 253 (-t)

gl o= (2p ') =

° el® -2 (Inl® - 2H¢)2 (Ipl? - 21{9,/))
Aus (VIII.1.) folgt:

2 2y _ _3/2 (P1 _ q1 (q.ﬁ))
(3-3') = [A-4,) LM(qan Tl WAy

Jetzt wenden wir (IX.2.) und (IX.3.) an, und bekommen:
(5-3') = =2 ,(1/(1-5)7) (£,(1-5) = agny)

L= (1/(=§))(§ - £.85 -2 .72) a
(IX.5.) Satz Sei c: R—M: sH>(q,p) eine Integralkurve von
I"ﬂ1 und fi, }(i wie in (IX.1.) definiert. Dann gelten:

(i) PFir H<LO:

E, + 15 = Be T cos(n +)

§, = Bycos(,+%,)
55 = cosk?z icé
2, + Be TPgin (2 +o<)
Ny = sn.n(?l + %)
713 = Basin(ho+o<§)
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= (1/2)[Be-is’sin(7z +) + BettS
Bdéd)undB 3, 2,0(3
tanten mit:

sin () 0-:&)_]

€R sind die Integrationskons-

(1) 1 = |B] 2sinsind + Bgs:Ln20< + B%sinza(3

(2)y 1= |Blgcosxcoso< + Bgcoszzx + }3%coszo<3

= 2= I81%o0sh(2Inx) + BS + B%

(3) 0= I8l* +B% + BF + 2|B°BScos(2Rex-20,) +

2 2.2
+ 2|B] B%cosQZReo(-ZO%) + 2B3Bc0s (2x¢,=20¢;)
= (-1/2)|Bl ®sinh (2Im«)
(ii) Pur H>O0:
_ B o Saosh(
F, o+ 51 =B e cosh(?(o+o<o)

§ - § = B, e+so_osh(9zo+0<‘1)

o) 1
5, = Bzc:osh(’)(o+o<2)
53 = BBC:OShOZO-HXB)
Ny + Ay = Boe_ssinh@ow(o)
Ny ~hy = B1e+ssin11(7to+0\’1)

N, = Bysinh (R +4;)

n, =B sinh(’)zo+o(3)

3

li

no = (1/2)[B e %sinn (g +oq)) + ByetTsinn(n +eq) ]
BO, B1 ’ B2, 3'5’ Ay Xy oy 0(3 € R sind die Integrations-
konstanten mit:

2 2 2

_ N , _ B2 _ ,
(1) 1 = B_B,coshx coshx, B5cosh e, BfooshO(B

L 2 2 L2 D
(2) -1 = B_B,sinhx sinhx, - B,sinh, Bzsinhey

2
2

_ | | 52
= 2 = BOB1cosh(o<o-o<] ) = B B3
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. _R2r2 _ wbh _ ot _ on 2 _

(3) O = BBy - B; - By 2}3013.11320.0311(0<O+<>(1 2<,) +
252

- 2B BWBBCosh(a%+m%-2X3) + B3B 3cosh(20<’2—-2o<’3)

Ay = (1/2)BOB1sinh(o<o—0(1)

Beweis Die Formeln fiir §i, %i sind die Losungen der in
(IX.4.) angegebenen Differentialgleichungen, und die Neben-
bedingungen an den Integrationskonstanten folgen aus den
Nebenbedingungen in (IX.3.). L
Bemerkung Vegen EZ 2 1 und §§ - ?? =1 ist §_ o+ §} = 0,
Dann folgt aus (IX.5.)(ii), daB B, = 0 und B; 2 O sind.
(IX.6.) Zusatz Pir H<O0 und H>0 besitzt die implizite
Gleichung fir % =7%0(s) in (IX.5.) genau eine Losung.
Beweis (i) DPur H<O lautet die Gleichung:

(1/2)[Be ™ sin(n +«) + Be' sin(r +x)]. Pur festes s
suchen wir also den Schnittpunkt der zwei Funktionen, die
links und rechts des Gleichheitszeichens stehen. ILinks
steht die Gerade durch den Nullpunkt mit Steigung = +1, und
rechts steht eine periodische, beschrinkte Punktion von 7.
Folglich exigstiert zumindest ein Schnittpunkt. Die Ein-
deutigkeit folgt daraus, daB die Steigung der PFunktion auf
der rechten Seite immer € 1 ist. Wenn S diese Steigung ist,
dann haben wiy: ‘

(1/2)[Be-lscos(ho+d) +’§e+lscos(ho+&ﬂ =

[s]? = (1/4)[1Blzcos(hoﬁx)cos(%o+R) + IBlpcos(%O+&)cos(ﬂo+d) +

+ 323—2180032(W0+x) +'§2e+2iscos2(ho+3{] =

= (1/8)[2(6 48 (5,-5) + (F4a6)2 + (5,-i6)%] =52 < 1.
(ii) Fir H >0 lautet die Gleichung:

(1/2)[B e sinn (A +x) + B,e™sinn(n +«,)]. Diesmal
steht rechts eine Funktlon dle sich fir W >>C)bzw Zh << 0
wie et bzw. - % verhdlt, da B_ 2 0 und B, 2 0, Folgllch
existiert zumindest ein Schnlttpunkt. Die Eindeutigkeit
folgt daraus, dall die Steigung der Funktion auf der rechten
Seite immet = 1 ist. Wenn S diese Steigung ist, dann haben
wir:

= (1/2)[Boe—scosh(ﬁo+ab) + B e+scosh(%o+qa)].

1
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52 = (1/4)[B§e—2scosh2(%o+a%) + B$e+2scosh2(%o+aa) +

+ 23031cosh(ho+«b)oosh(7b+og2] =

_ 2 _ 2 - _Fr2 2

= /M[(E+5)2 + (F-F)2 + 25 +6)(F-6)] =822 1.

In beiden Fdllen kann die Steigung den Wert 1 nur fiir iso-
lierte Punkte annehmen, weil die Funktion analytisch ist. B
(IX.7.) Definition Fiir H<O:

Vi= &2Hg P
A . |
X, = (J%E%EL- - 1)cosyj+ ( ;%?§‘§>sinﬂf
: (4d-3)
Xy :=(i%%¥WQIPk)cosz+-(T§J - q/f pk)sinﬂf
v = (d-D)cosT _%;(h;[plz - 1>sin/\lu

qQ

1 (4-D)p |
Vi ‘=P§<l§1 - q/‘ k)""SY' (HENEE

(IX.8.) Folgerung

2 _ 3 2
% =1 = xy; = 0 =V =2
j%l ’ i=o 71 7 iZo T

Beweis Es ist eine triviale Berechnung. L
(IX.9.) Satz Es gelten:

(i) Entlang einer Integralkurve von M, s

Il
g
=

XOL = X4 Yo' = "Vq
' o= g V' =+
Xo' = 0, y2' = 0,
X3' = 0, y5' = 0,
(ii) Entlang einer Integralkurve von L1:
Xo' = 0, yo' = 0,
' =0, yi' =0,
Xz' = Xz yQ' = Y30
| R | I
Beweis Der Beweis ist vdllig analog zu (IX.4.), und genauso
lang. "

Bemerkung Die analogen Gleichungen fiur li,, MB’ L, und L3
bekommt man durch zyklische Vertauschung. Dieser Satz von
Gleichungen ist dann sofort integrierbar, und liefert die
kanonische Wirkung von S0(4).
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X. SchluBlibemerkungen

Der erste wesentliche Teil dieser Untersuchung des Kep-
ler-Problems war das Aufsuchen der Integralkurven der Hamil-
ton-Funktion H. Dies wurde am elegantesten mit Hilfe der
"maximalen" Symmetrie des Problems durchgefihrt. Wegen die-
gser Symmetrie ist es moglich, die Bahnen von H auf einem
sehr einfachen Weg zu finden. Die Symmetrie hidngt mit dexr
Erhaltung des Drehimpulses und des Runge-Lenz Vektors zusam-
men, die unter der Poisson-Klammer eine Lie-Algebra bilden.

Der zweite Teil war eine nidhere Untersuchung der Sym-
metrie., Wir suchten die Transformation, die mit der Erhal-
tung des Runge-Lenz Vektors zusammenhidngt, d.h. wir suchten
die Integralkurven von . Dieses Problem lieB sich nicht
wie das erste losen, aber das Ausnutzen der Symmetrieeigen-
schaft war wesentlich. Die Energieflédche wurde auf einen
solchen Raum abgebildet, der eine besonders einfache Wirkung
der gesuchten Gruppe besitzt. Diese "einfachste" oder "kan-
onische" Wirkung von S0(4) auf T1(SB) war jedoch nicht die
gesuchte Virkung von S0(4), die als Lie-Algebra die Funk-
tionen L und I hat. Die mittels dieser Transformation iber-
tragenen Differentialgleichungen filir die Integralkurven von
Il waren aber doch einfach zu losen. Eine Abweichung von der
"kanonischen" Wirkung von S0(4) ist die "Frequenz" &0, die
eine transzendente Gleichung erfiillt.

Der quantenmechanische PFall (H-Atom) ist in vielen Hin-
sichten analog zum klassisch mechanischen Problem, und wurde
diskutiert, u.a. von Bander und Itzykson [3]. Der Runge-
Lenz Vektor wird als hermitischer Operator definiert und
liefert mit den Vertauschungsbeziehungen eine Darstellung
der gleichen Lie-Algebra wie im klassischen Fall. Durch das
avf Fock zuriickgehende Verfahren wird, im Impulsraum, eine
stereographische Projektion durchgefiihrt. Die daraus resul-
tierende Schrodinger Gleichung ist dann, fiir H<0, in einer
of fensichtlichen Weise invariant unter S0(4). Die Sphire SS,
die in der stcereographischen Projektion als Bildraum vor-
komnt, besitzt cine kanonische Wirkung der Gruppe SO(4)
(Rotation der Sphire) die denn eine unitidre Darstellung der
Gruppe S0(4) erzeugt. Is wird noch gezeigt, daB die selbst-
adjungierten Operatoren, die als infinitesimale Erzeugenden
dieser Darstellung dienen, genau die Dreh-Impuls-und Runge-Lenz-



_43_

Vektor-Operatoren sind. Die Existenz einer solchen Darstel-
lung der Gruppe hingt eng mit der Existenz einer globalen
Wirkung der Gruppe im klassischen Fall zusammen (siehe Kos-
tant [9;(2.10.1)J]. Das ist eine Anwendung der "Kostantifi-
kation", ein Funktor von der Kategorie der Hamiltonschen
Systeme mit Poisson-Klammer Lie-Algebra in die Kategorie der
Hilbertrdume und linearen Operatoren mit Vertauschungs-Be-
ziehung Lie-Algebra.
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